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Введение
В данных методических указаниях вы найдете изложение теоретического материала, справочный материал, примеры решения задач, задания для самостоятельных занятий, для подготовки к контрольным работам, зачету, экзамену.
Методические указания не являются учебником, поэтому не все изучаемые понятия рассмотрены одинаково подробно. По этой причине в некоторых случаях необходимо приложить для освоения материала больше усилий, чем в других. В данном пособии рассматриваются элементы математики, относящиеся к периоду математики переменных величин и современному периоду, имеющие большое значение в современной фундаментальной и прикладной математике.
Работая над каждой темой, лучше всего сначала изучить теоретический материал, повторить ранее изученные формулы, теоремы, разобраться в приведенных примерах. Если все понятно, то можно переходить к выполнению практических заданий.
Учебные и воспитательные цели практических занятий
В рамках традиционного подхода:
1) актуализировать знания студентов из курса математики по теме занятия;
2) создать условия для развития творческой активности, самостоятельности и критичности мышления, умения работать в коллективе.
В рамках компетентностного подхода:
1) содействовать развитию у студентов общенаучных компетенций (аналитико-синтетической, прогностической, проектировочной);
2) создать условия для развития коммуникативной, адаптивной и информационной компетенций.

На практических занятиях студентам рекомендуется:
· использовать учебные пособия, справочники;
· проводить несложные дедуктивные рассуждения;
· обосновывать шаги решения задач;
· формулировать определения математических понятий;
· пользоваться математической терминологией и символикой;
· письменно оформлять решения задач;
· пользоваться калькулятором;
· самостоятельно изучать учебный материал.
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Тематический план практических занятий учебной дисциплины «Математика»

	Наименование тем
	Практические работы
	

	1
	2
	

	Раздел 1.
	

	Тема 1.1 
Действительные числа
	Практическое занятие «Выполнение действий над действительными числами»
	1

	
	Практическое занятие «Вычисление предела последовательности»
	1

	Раздел 2.
	

	Тема 2.1
Корни и степени
	Практическое занятие «Арифметические действия над числами, нахождение приближенных значений величин и погрешностей вычислений (абсолютной и относительной), сравнение числовых выражений»
	1

	
	Практическое занятие «Вычисление и сравнение корней. Выполнение расчетов с    радикалами»
	1

	
	Практическое занятие «Нахождение значений степеней с рациональными показателями. Сравнение степеней. Преобразования выражений, содержащих степени»
	1

	Тема 2.2
Логарифм. Логарифм числа
	Практическое занятие «Нахождение значений логарифма по произвольному основанию. Переход от одного основания к другому. Вычисление и сравнение логарифмов» (2 часа)
	2

	
	Практическое занятие «Логарифмирование и потенцирование  выражений»
	1

	Раздел 3.
	

	Тема 3.2. Степенная функция
	Практическое занятие «Решение иррациональных уравнений»
	2

	Тема 3.3. Показательная функция. Показательные уравнения и неравенства.
	Практическое занятие «Решение показательных уравнений»
	1

	
	Практическое занятие «Решение показательных неравенств»
	1

	Тема 3.4. Логарифмы. Логарифмическая функция. Логарифмические уравнения и неравенства.
	Практическое занятие «Упрощение логарифмических уравнений»
	2

	
	Практическое занятие «Решение  логарифмических уравнений»
	2

	
	Практическое занятие «Решение логарифмических неравенств»
	2

	Раздел 4.
	

	Тема 4.2
Тригонометрические уравнения и неравенства
	Практическое занятие «Решение уравнения  cos х =α»
	1

	
	Практическое занятие «Решение уравнения sin х =α»
	1

	
	Практическое занятие «Решение уравнения  tg x=α»
	1

	Тема 4.3.
Тригонометрические функции, их свойства.
	Практическое занятие «Свойства функции   y =cos х  и  ее график»
	2

	
	Практическое занятие «Свойства функции  y = sin х  и  ее график»
	2

	
	Практическое занятие «Свойства функции   y =   tg x  и  ее график»
	2

	Раздел 5.
	

	Тема 5.1. Производная функции.
	Практическое занятие «Дифференцирование  степенной функции»
	1

	
	Практическое занятие «Дифференцирование некоторых элементарных функций»
	1

	
	Практическое занятие «Составление уравнения касательной к графику функции»
	1

	Тема 5.2. Исследование функции с помощью производных
	Практическое занятие «Исследование функции с помощью производной»
	2

	
	Практическое занятие «Применение производной к построению графиков функций»
	1

	Раздел 6.
	

	Тема 6.1. Определенный интеграл.
	Практическое занятие «Вычисление интегралов»
	2

	Раздел 7.
	

	Комбинаторика, статистика, теория вероятностей
	Практическое занятие «Решение простейших вероятностных задач»
	1

	
	Практическое занятие «Определение вероятности случайных событий»
	1

	Раздел 8.
	

	Тема 8.1. Векторы в пространстве.
	Практическое занятие «Умножение вектора на число»
	1

	
	Практическое занятие «Выполнение действий над векторами»
	1

	Тема 8.2. Метод координат в пространстве.
	Практическое занятие «Координаты точки и координаты вектора»
	1

	
	Практическое занятие «Вычисление скалярного произведения векторов»
	1

	Раздел 9.
	

	Тема 9.1. Предмет стереометрии. Параллельность прямых и плоскостей.
	Практическое занятие «Решение задач  на параллельность прямых и плоскостей»
	1

	
	Практическое занятие «Построение сечений тетраэдра и параллелепипеда»
	1

	Тема 9.2.  Перпендикулярность прямых и плоскостей.
	Практическое занятие «Решение задач на перпендикулярность прямой и плоскости»
	2

	Тема 9.3. Двугранный угол. Перпендикулярность плоскостей.
	Практическое занятие «Вычисление двугранного угла»
	1

	Раздел 10.
	

	Тема 10.1. Многогранники.
	Практическое занятие «Вычисление объема призмы»
	1

	
	Практическое занятие «Вычисление объема пирамиды»
	1

	Тема 10.2. Тела вращения.
	Практическое занятие «Решение задач на цилиндр»
	1

	
	Практическое занятие «Решение задач на конус»
	1

	
	Практическое занятие «Взаимное расположение сферы и плоскости»
	1

	
	Практическое занятие «Разные задачи на многогранники и тела вращения»
	1




Практическое занятие
«Выполнение действий над действительными числами»

Сведения из теории:
1. Правила обращения периодической дроби  в обыкновенную.

а)    Чтобы обратить чистую периодическую дробь в обыкновенную, достаточно в числителе её период, а в знаменателе число, выраженное столькими девятками, сколько цифр в периоде.
б)   Чтобы обратить смешанную периодическую дробь в обыкновенную, достаточно из числа, стоящего до второго периода, вычесть число, стоящее до первого периода, и полученную разность записать в числителе, а в знаменателе записать число, выраженное столькими девятками, сколько цифр между запятой и периодом.
Задания для закрепления:
№1: Выпишите все простые числа от 1 до 40.
№2: Выпишите все составные числа от 41 до 60.

№3: Представьте в виде произведения двух простых чисел следующие натуральные числа: а) 77; б) 57; в) 161; г) 143.

№4: Найдите наибольший общий делитель следующих чисел:
     а) 252,441,108;   б) 234,1080,8100; в) 118,284,179.

№5: Среди следующих пар чисел найдите пары взаимно простых:
     а) 39и 259;  б) 15 и 22;  в)175 и 35; г)31 и 199.

№6: Найдите наименьшее общее кратное следующих чисел:
     а) 15,10,6;  б) 252,441,1080; в) 234,1080,8100. 

№7: Какие числа делятся, на: а) 3; б) 9; в) 5; г) 4; д) 25?

№8: Какие из данных чисел делятся на 2,3,4,9,10,25: 
     а) 1392;   б) 2475;   в) 2970;   г) 197?

№9: представьте в виде периодической дроби следующие числа:
                а) ;  б) 6;  в) 8 ;  г) - 5 .
№10: Запишите в виде обыкновенной дроби следующие периодические десятичные дроби: 
    а) 0,(4);  б)  0,(7);  в)  0,(12);  г)0,(41); д) 0,1(3);  е) 5,11(25).
2.   Действие над действительными числами. 
Сведения из теории:
Над действительными числами выполняются четыре арифметических действия, свойства которых сведены в таблицу. 
	                         Формула
	
          Название свойства

	Для сложения
	           Для умножения
	

	    A + b=b + a 
(a+b)+c=a+(b+с)
         a+0=a
       a+(-a)=0


       -(-а) = а
  а + (-b) = a – b

  a – (-b) = a + b
	                 Ab=ba
            (ab)c=a(bc)
         a∙0=0 ;  a∙1=a
           a∙а-1 =  = 1
               (а ≠ 0)
       (a + b)c = ac + bc
    a∙(-b) = (-a)∙b = -(ab);
          (-a)∙(-b) = ab;
  а∙(-) = a : (-b) = (-a) :  b=(-a)∙ = -

	Переместительность (коммутативность)
Сочетательность (ассоциативность)
Свойства нуля и единицы
Существование противоположного числа (возможность вычитания) и обратного числа (возможность деления)

Распределительность (дистрибутивность)

Свойства действий с отрицательными числами.





Задания на закрепление:

1. Верно ли утверждение:
А) если натуральное число делится на 6, то оно делится на 3;
Б) если сумма двух чисел – число чётное, то каждое слагаемое чётно;
В) если произведение двух чисел равно нулю, то каждый множитель равен нулю;
Г) если куб некоторого числа делится на 8, то это число чётно?
2. Докажите, что сумма трёх последовательных натуральных чисел делится на 3, а их произведение – на 6.
3. Найдите значение выражения:
А) ;     Б) ;
4. Расположите числа в порядке возрастания:  ; -2; -1,7; 
5. Сравните числа:     .
Практическое занятие
«Вычисление предела последовательности»
Цель работы:
студент должен:
знать:
· определение предела функции;
· свойства и правила вычисления пределов функции;
уметь:
· вычислять пределы функции в точке, на бесконечности.

Сведения из теории:
Предел функции
Число А называют пределом функции f(x) в точке а если при х→а, f(x) →А.



Бесконечно малые и бесконечно большие функции
Функция f(x) называется бесконечно малой при х→а, если


Функция f(x) называется бесконечно большой при х→а, если



Свойства бесконечно малых и бесконечно больших функций
Если функции f(x) и g(x) бесконечно малые при х→а, то (f(x)+g(x)) бесконечно малая при х→а.

Если функция f(x) бесконечно малая при х→а и g(x) – ограниченная, то  – бесконечно малая.



Если существует , а g(x) – бесконечно большая при х→а, то ; .

Если при х→а, f(x) – бесконечно малая, то  – бесконечно большая.

Если при х→а, f(x) – бесконечно большая, то  – бесконечно малая.

Теоремы о пределах
Если существуют пределы функций f(x) и g(x), то существует предел суммы (разности) этих функций, который равен сумме (разности) пределов функций f(x) и g(x):

.
Если существуют пределы функций f(x) и g(x), то существует предел произведения этих функций, который равен произведению пределов этих функций: 

.
Если существуют пределы функций f(x) и g(x) при х→а и предел g(x)≠0, то существует предел частного этих функций, который равен отношению их пределов: 

.
Следствие: постоянный множитель можно вынести за знак предела:

.

Пример 1.

Вычислить предел .
Решение: 
здесь применима теорема о пределе частного.
Разложим на множители квадратный трехчлен, для этого достаточно найти корни х1 и х2 квадратного уравнения ах2+bх+с=а(х–х1)·(х–х2):

9х2+8х–1=9·(х-)·(х+1).
Под знаком предела сократим одинаковые множители и перейдем к пределу:



Пример 2. 

Вычислить предел
Решение. 

обнаружив неопределенность , раскладываем многочлены в числителе и в знаменателе на множители:

.
Числитель дроби стремится к конечному пределу, равному 3, а знаменатель при х1 является бесконечно малой, тогда дробь при х1 является бесконечно большой.


Для раскрытия неопределенности  следует числитель и знаменатель разделить на одну и ту же старшую степень переменной.

Пример 3.

Вычислить предел .
Решение:


в заданном пределе  числитель и знаменатель не имеют конечных пределов, имеем неопределенность . Поделив одновременно числитель и знаменатель на х3, получим

, 

т. к. каждая из дробей  является бесконечно малой и стремится к нулю.

Задания для самостоятельного решения:
Вычислите пределы:
	1 вариант


	2 вариант


	3 вариант



	4 вариант


	5 вариант


	6 вариант



	7 вариант


	8 вариант


	9 вариант

1) ;

2) ;

3) ;

4) .


























Практическое занятие
«Арифметические действия над числами, нахождение приближенных значений величин и погрешностей вычислений (абсолютной и относительной), сравнение числовых выражений»
Сведения из теории:
Сложение приближенных значений чисел
Граница абсолютной погрешности суммы приближенных значений чисел равна сумме границ абсолютных погрешностей этих чисел:
Δ(a+b)=Δa+Δb,
где a и b – приближенные значения чисел; Δa и Δb – границы абсолютных погрешностей соответствующих приближений.
Граница относительной погрешности сумы вычисляется по формуле:

εa+b=.

Пример 1.
Найти сумму S приближенных значений чисел 6,8±0,05; 4,3±0,05 и 3,575±0,0005.
Решение:
вычислим сумму заданных чисел и сумму их погрешностей:
S=6,8+4,3+3,575=14,675;
ΔS=0,05+0,05+0,0005=0,1005.
Граница абсолютной погрешности заключена в пределах 0,05<0,1005<0,5. В приближенном значении суммы верными являются лишь две цифры (в разрядах десятков и единиц). Полученный результат округлим до единиц S=14,675≈15.

Вычитание приближенных значений чисел
Граница абсолютной погрешности разности двух приближенных значений чисел равна сумме границ их абсолютных погрешностей:
Δ(a-b)=Δa+Δb.
Граница относительной погрешности разности вычисляется по формуле:

εa-b=.

Пример 2.
Вычислить разность двух приближенных значений чисел a=5,863±0,0005 и b=2,746±0,0005. Найти Δ(a-b) и εa-b.
Решение:
вычисляем границу абсолютной погрешности разности a-b:
Δ(a-b)=0,0005+0,0005=0,001.
В приближенном значении разности цифра в разряде тысячных не может быть верной, так как Δ(a-b)>0,0005. Итак, a-b=3,117≈3,12. Абсолютная погрешность разности 0,001. В приближенном числе 3,12 все цифры верные. Находим относительную погрешность разности:

εa-b==0,00032≈0,03%.

Умножение приближенных значений чисел
Формулы для оценки границ абсолютной погрешности произведения (частного) сложны, поэтому на практике сначала находят относительную погрешность произведения (частного), а затем границу абсолютной погрешности произведения (частного).
Формулы для границ абсолютной и относительной погрешности некоторых функций приведены в таблице 1.

Таблица 1. Формулы для границ абсолютной и относительной погрешностей.
	№ п/п
	Функция
	Граница абсолютной погрешности
	Граница относительной погрешности

	1
	y=ab
	Δy=|b|·Δa+|a|·Δb
	


	2
	y=abc
	Δy=|bc|·Δa+|ac|·Δb+|ab|·Δc
	


	3
	y=an
	Δy=n an-1·Δa
	


	4
	y=a2
	Δy=2a·Δa
	


	5
	y=a3
	Δy=3a2·Δa 
	


	6
	
y=
	
Δy=
	


	7
	
y=
	
Δy=
	


	8
	
y=
	
Δy=
	




Пример 3.
Найти верные цифры произведения приближенных значений чисел a=0,3862 и b=0,8.
Решение: 

имеем 0,3862·0,8=0,30896. Границы абсолютной погрешности сомножителей равны 0,00005 и 0,05. По формуле  находим относительную погрешность произведения:

.
Находим границу абсолютной погрешности произведения:
Δ(ab)=0,30896·0,063=0,0195; 
0,0050,0195 0,05.
Полученный результат означает, что в произведении одна верная цифра (в разряде десятых): 0,30896≈0,3.

Пример 4.
Вычислить объем цилиндра V= πR2H, если R=45,8 см, H=78,6 cм.
Решение:
по формуле объема цилиндра, имеем
V= π·45,82·78,6=517000 (см3).

Используя формулу  и полагая π≈3,14, находим относительную погрешность:

.
Находим границу абсолютной погрешности:  
ΔV=V·εV=517 000·0,0044 = 2270 (см3).
Верными цифрами являются 5 и 1.

Деление приближенных значений чисел

Пример 5.
Найти границу абсолютной погрешности частного приближенных значений чисел a=8,36±0,005 и b=3,72±0,004.
Решение:
имеем 8,36:3,72=2,25.

По формуле  находим относительную погрешность частного:

.
Находим границу абсолютной погрешности частного:
Δ(a/b)=2,25·0,002=0,0045.
Полученный результат означает, что в частном все три цифры верные.
Пример 6.

Вычислить X=, если известно, что a=7,2±0,05, b=3,46±0,03, с=5,09±0,04.
Решение:

находим ;

;
ΔX=X·εX=0,844·0,015=0,0127; X=0,844±0,0127 или X0,84±0,01.

Задания для самостоятельного решения:
Вычислите сумму, разность, произведение и частное приближенных значений чисел:
	1 вариант

 с четырьмя значащими цифрами.
	2 вариант
0,456±0,0005 и 3,35±0,005.
	3 вариант

 с четырьмя значащими цифрами. 

	4 вариант
8,72 и 2,6532, границы абсолютной погрешности которых соответственно равны 0,005 и 0,00005.
	5 вариант
6,54±0,005; 16,022±0,0005 и 1,9646±0,00005.
	6 вариант


, взяв приближенные значения корней с точностью до 0,001.

	7 вариант

 с четырьмя значащими цифрами.
	8 вариант
a=19,8±0,05 и b=48,4±0,03.
	9 вариант
a=68,4±0,02 и b=72,8±0,4.



      №1 : Найдите абсолютную погрешность, и в приближенном значении х определите верные и сомнительные цифры: а) а=3,813, х3,841; б) а=12,71, х=12,68; в) а108,513, х=109,623; г) а=5,3, х=4,7; д) а=7,41, х=7,54; е) а=2103, х=20,97.

     №2 : Найдите относительную погрешность и выразите ее в процентах. В приближенном значении  х  определите верные и сомнительные цифры: а) а=19,83, х=19,76; б) а=109,142, х=109,128; в) а=7,013, х=7,028; г) а=32,301, х=32,287; д) а=13,25, х=13,42; е) а=1045,6, х=1027,9.

    №3: Найдите верные и сомнительные цифры в записи приближений: а) 21,327 ± 0,032; б) 13,1014±0,013; в) 0,2013±0,0012; г) 1103,12±0,09; д) 13,1276±0,0005; е) 112,031±0,12; ж) 313,54±0,07; з) 21,312±0,052; и) 27,032±0,14.


     
Практическое занятие
«Вычисление и сравнение корней. Выполнение расчетов с радикалами»
Задания для отработки навыков решения:
1. Вычислить:    А) ,    Б).
2. Решить уравнения:
А)       Б)    В) .
3. Вычислить:
А) ,     Б) ,     
В) ,   Г) 
4. Сравнить числа:
А)  и  ,    Б)  .
 
5. Вынесите множитель за знак корня:    . 
6. Внесите множитель под знак корня:      .
 7. Решение упражнений под нечетными номерами.
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Практическое занятие
«Нахождение значений степеней с рациональными показателями. Сравнение степеней. Преобразования выражений, содержащих степени» Цель работы:
студент должен:
знать:
· основные показательные тождества;
· свойства степеней с действительными показателями;
уметь:
вычислять степени с действительными и рациональными показателями.


Сведения из теории:
Повторим определения понятия степени с натуральным, нулевым, целым отрицательным и рациональным показателями:

an= a ∙a ∙a∙…∙a; a-n=1/(an); a0=1, a≠0; am/n=, 

                                          n раз
mЄZ, nЄN, n≥2.
Повторим свойства степеней с рациональным показателем:
при любых х и y справедливы равенства:
axay=ax+y;
ax/ay=ax-y;
(ax)y=axy;
(ab)x=axbx;
(a/b)x=ax/bx.

Степень с действительным показателем
Свойства степеней с действительным показателем:
1. ax/y=a(xk)/(yk), a>0, y, kЄN, xЄZ.
2. ax>0, a>0, xЄR (любая степень положительного числа положительна).
3. ax>1 при a>1, x>0.
4. ax<1 при a>1, x<0.
5. 1x=1 (любая степень единицы равна единице).
6. ax<1 при 0<a<1, x>0.
7. ax>1 при 0<a<1, x<0.
8. Если a>1, a≠1, то для любого положительного числа b существует единственное действительное число х такое, что ах=b при b>0.
9. Любая положительная степень нуля равна нулю.

Кроме перечисленных свойств важно отметить три свойства, на которых основано решение простейших показательных уравнении и неравенств:
10. Если ax=ay, то x=y при a>0, x, y≠1.
11. Если ax<ay, то x<y при a>0.
12. Если ax<ay, то x>y при 0<a<1.

Правила действия над степенями с действительным показателем выражаются формулами (тождествами):
13. aαaβ=aα+β.
14. aα ׃aβ=aα-β.
15. (aα)β=aαβ.
16. (ab)α=aαbα при a>0, b>0.
17. |ab|α=|a|α |b|α при ab>0.
18. (a/b)α=aα /bα при a>0, b>0.
19. |a/b|α=|a|α /|b|α при ab>0.

Формулы, обратные формулам 1-7, так же верны.

Пример 1.

Вычислите: .
Решение:
упростим заданное выражение, использую свойства степеней:



.

Пример 2.

Вычислите: .
Решение:
упростим заданное выражение, использую свойства степеней:


Выполнить действия с рациональной степенью:

1.   Вычислить:
А)  ,     Б) 81-0,75 +  .
2. Упростить выражение:
А)  ,      Б) .
3. Сравнить числа:
А)  ,       Б)  .
4. Представить выражение в виде корня:     .
5. Представить выражение в виде степени с рациональным показателем:    .


Задания для самостоятельного решения:
	1 вариант
№1. Вычислите:

1) ;

2) .
№2. Упростите:

.
	2 вариант
№1. Вычислите:

1) ;

2) .
№2. Упростите:

.
	3 вариант
№1. Вычислите:

1) ;

2) .
№2. Упростите:

.

	4 вариант
№1. Вычислите:

1) ;

2) .
№2. Упростите:

.
	5 вариант
№1. Вычислите:

1) ;

2) .
№2. Упростите:

.
	6 вариант
№1. Вычислите:

1) ;

2) .
№2. Упростите:

.

	7 вариант
№1. Вычислите:

1) ;

2) .
№2. Упростите:

.
	8 вариант
№1. Вычислите:

1) ;

2) .
№2. Упростите:

.
	9 вариант
№1. Вычислите:

1) ;

2) .
№2. Упростите:

.








































Практическое занятие
«Нахождение значений логарифма по произвольному основанию. Переход от одного основания к другому. Вычисление и сравнение логарифмов»
Цель работы:
студент должен:
знать:
· определение логарифма;
· свойства логарифмов;
уметь:
· вычислять логарифмы по любому основанию.

Сведения из теории:
Логарифмом числа b по основанию а называется показатель степени (х), в которую нужно возвести основание а, чтобы получить число b, т.е. logab=x → ax=b.
При работе с логарифмами применяются следующие их свойств, вытекающие из свойств показательной функции:
1. аlogab=b (где b>0, a>0 и a≠0) называют основным логарифмическим тождеством.
При любом a>0 (a≠0) и любых положительных х и у выполняются равенства:
2. loga1=0.
3. logaа=1.
4. Логарифм произведения равен сумме логарифмов: logaxу=logax+logaу.
5. Логарифм частного равен разности логарифмов: loga(x/у)=logax-logaу.
6. Логарифм степени равен произведению показателя степени на логарифм основания этой степени: logaxk=klogax.

Основные свойства логарифмов широко применяются в ходе преобразования выражений, содержащих логарифмы. Среди них формула перехода к новому основанию: logax=logbx/logba. Эта формула верна, если обе ее части имеют смысл, т.е. при x>0, a>0 и a≠0, b>0 и b≠1).
По правилу логарифмирования степени и основному логарифмическому тождеству получаем:
logbx=logb(аlogaх), откуда logbx=logax·logba. Эту формулу так же можно использовать для упрощения выражений.
С помощью формулы перехода можно найти значение логарифма с произвольным основанием а, имея таблицы логарифмов, составленные для какого-нибудь одного основания b. Наиболее употребительны таблицы десятичных и натуральных логарифмов (десятичными называют логарифмы по основанию 10 и обозначают lg, а натуральными логарифмами называют логарифмы по основанию е~2,72 и обозначают ln).

Пример1.
Вычислите log0,37.
Решение:
воспользуемся формулой перехода к новому основанию и перейдем к основанию 10: 
logax=logbx/logba
log0,37=log107/log100,3=lg7/lg0,3.
Пользуясь калькулятором или специальными таблицами, например, таблицей В.М. Брадиса, находим значение lg7=0,8451.
Используя 5 и 3 свойства логарифмов, вычисляем 
lg0,3=lg(3/10)=lg3-lg10=0,4771-1=-0,5229.
Итак, log0,37=0,8451/(-0,5229)=-1,6162.

Пример 2.
Вычислите: (lg72-lg9)/(lg28-lg7).
Решение:
используя 5 и 6 свойства логарифмов, вычисляем 
lg72-lg9=lg(72/9)=lg8=lg23=3lg2;
lg28-lg7=lg(28/7)=lg4=lg22=2lg2.
Итак, 
(lg72-lg9)/(lg28-lg7)=(3lg2)/(2lg2)=3/2=1,5.

Задания для закрепления:

1. Переведите логарифм к новому основанию:
А)  к основанию 7
Б)  к основанию 9
2. Вычислить с помощью формулы перехода к новому основанию:
А)     Б) ,
В) ,     Г) ,
Д) ,      Е) .
3. Прологарифмировать Х по основанию а:
A) 64, , 2 при а = 8,    
Б)   по основанию 3
В) , a=5
4. Докажите:   

Задания для самостоятельного решения:

	1 вариант
1) Вычислите log0,25.


2) Дано: . Вычислите: .
	2 вариант
1) Вычислите log3 0,1.

2) Вычислите: .
	3 вариант
1) Вычислите log0,51.


2) Дано: . Вычислите: .

	4 вариант
1) Вычислите log0,74.

2) Вычислите: 
	5 вариант
1) Вычислите log0,29.

2) Вычислите: .
	6 вариант
1) Вычислите log0,310.

2) Вычислите: 

	7 вариант
1) Вычислите log0,370.

2) Вычислить: 
	8 вариант
1) Вычислите log0,320.

2) Вычислите: .
	9 вариант
1) Вычислите log0,330.

2) Вычислите: 


























Практическое занятие
«Логарифмирование и  потенцирование  выражений»

Цель работы:
студент должен:
знать:
· определение логарифма числа;
· формулы основного логарифмического тождества, логарифма произведения, частного, степени, перехода от одной системы логарифмов к другой;
уметь:
· вычислять значения несложных логарифмических выражений.

Сведения из теории:
Логарифмом числа b по основанию а называется показатель степени (х), в которую нужно возвести основание а, чтобы получить число b, т.е. logab=x → ax=b.
При работе с логарифмами применяются следующие их свойств, вытекающие из свойств показательной функции:
1. аlogab=b (где b>0, a>0 и a≠0) называют основным логарифмическим тождеством.
При любом a>0 (a≠0) и любых положительных х и у выполняются равенства:
2. loga1=0.
3. logaа=1.
4. Логарифм произведения равен сумме логарифмов: logaxу=logax+logaу.
5. Логарифм частного равен разности логарифмов: loga(x/у)=logax-logaу.
6. Логарифм степени равен произведению показателя степени на логарифм основания этой степени: logaxk=klogax.

Основные свойства логарифмов широко применяются в ходе преобразования выражений, содержащих логарифмы. Среди них формула перехода к новому основанию: logax=logbx/logba. Эта формула верна, если обе ее части имеют смысл, т.е. при x>0, a>0 и a≠0, b>0 и b≠1).
По правилу логарифмирования степени и основному логарифмическому тождеству получаем:
logbx=logb(аlogaх), откуда logbx=logax·logba. Эту формулу так же можно использовать для упрощения выражений.

Пример 18.

Вычислите, используя определение логарифма числа .
Решение:
вычислим отдельно каждый логарифм:
	

	




Вернемся в пример: 

Пример 19.

Вычислите, используя основное логарифмическое тождество: .
Решение:
используя свойство степени, разложим данное выражение на множители: 


Используя 6 свойство логарифма степени, имеем:


Используя основное логарифмическое тождество, имеем:


Задания для закрепления и отработки навыков решения:

1. Вычислить:   .

2. Найти х:      .
3. Упростить выражение:      +  .
4. Прологарифмировать выражение     по основанию 10.
5. Сравнить:
А)  ,
Б)  ,
В) .

Задания для самостоятельного решения:
Вычислите:
	1 вариант
1) log160,5;

2) ;

3) .
	2 вариант
1) log64(1/16);

2) ;

3) .
	3 вариант
1) log487;

2) ;

3) .

	4 вариант
1) log0.20,08;

2) ;

3) .
	5 вариант
1) lg0,01;

2) ;

3) .
	6 вариант
1) log50,04;

2) ;

3) .

	7 вариант

1) ;

2) ;

3) .
	8 вариант

1) ;

2) ;

3) .
	9 вариант

1) ;

2) ;

3) .






























Практическое занятие
«Решение иррациональных уравнений»
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Задания для закрепления:
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Практическое занятие
«Решение показательных уравнений»
Цель работы:
студент должен:
знать:
· свойства степеней;
· способы решения показательных уравнений;
уметь:
· решать уравнения, содержащие переменную в показателе степени.

Сведения из теории:
Уравнение, содержащее переменную в показателе, называется показательным.
При решении показательных уравнений вида af(x)=ak(x) (где a>0, a≠0) используется следующее свойство: (af(x)=ak(x))→(f(x)=k(x)).
Преобразование показательного уравнения к виду af(x)=ak(x) выполняется многими способами. Рассмотрим некоторые способы.

Пример 1.

Решите уравнение: .
Решение:
по определению нулевого показателя степени: 1=20, получим:

.
По свойству (af(x)=ak(x))→(f(x)=k(x)), получаем обычное квадратное уравнение, корни которого вычисляем через дискриминант:

,
х1=3, х2=4.
Ответ: 3, 4.

Пример 2.

Решите уравнение: .
Решение: 
приведем обе части уравнения к основанию 2:

,




По свойству (af(x)=ak(x))→(f(x)=k(x)), получаем 6х=7 и х=7/6.
Ответ: 7/6.

Пример 3.

Решите уравнение: .
Решение: 
разделив обе части уравнения на одно и то же число 5х-2, получим:


Ответ: 2.

Пример 4.

Решите уравнение: .
Решение: 
вынесем общий множитель 2х за скобку, получим:


Ответ: 4.
Задания для закрепления:
	
1) ;

2) ;

3) ;

4) ;

5) ;

6) ;

	
7) ;

8) ;

9) ;

10) ;

11) ;

12) .


	3. Решить неравенства: 

	
1) ;

2) ;

3) ;

	
4) ;

5) ;

6) .



Задания для самостоятельного решения:
Решите уравнения:
	1 вариант

1) ;

2) .
	2 вариант
1) 23х=5х;


	3 вариант
1) 3х=7х/2;

2) .

	4 вариант
1) 5х-3=23-х;

2) .
	5 вариант

1) ;

2) .
	6 вариант
1) 3х-5=81;

2) 0,01=10-х.

	7 вариант

1) ;

2) .
	8 вариант

1) ;

2) 
	9 вариант

1) ;

2) 1000=100х.
















Практическое занятие
«Решение показательных неравенств»
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Задания для закрепления:
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Практическое занятие
«Упрощение логарифмических уравнений»
Практическое занятие
«Решение логарифмических уравнений»

Цель работы:
студент должен:
знать:
· определение логарифма;
· свойства логарифмов;
уметь:
· решать уравнения, содержащие переменную под знаком логарифма.

Сведения из теории:
Уравнение, содержащее переменную под знаком логарифма или в основании логарифма, называется логарифмическим.
Рассмотрим простейшее логарифмическое уравнение: logax=b.
Логарифмическая функция возрастает (или убывает) на промежутке (0; +∞) и принимает на этом промежутке все действительные значения. 
Теорема о корне: пусть функция f возрастает (убывает) на промежутке I, число а – любое из значений, принимаемых f на этом промежутке. Тогда уравнение f(x)=a имеет единственный корень в промежутке I.
По вышесказанной теореме следует, что для любого b данное уравнение имеет, и притом только одно, решение.
Из определения логарифма числа следует, что таким числом является ab.

Пример 1.
Решите уравнение: log2(х2+4х+3)=3.
Решение:
данному уравнению удовлетворяют те значения х, для которых выполнено равенство: х2+4х+3=23.
Получаем обычное квадратное уравнение х2+4х+3=8 или х2+4х-5=0, корни которого вычисляем с помощью дискриминанта: х1=1; х2=-5.

Пример 2.
Решите уравнение: log5(2х+3)=log5(х+1).
Решение:
данное уравнение определено для тех значений х, при которых выполнены неравенства: 2х+3>0 и х+1>0 (это следует из определения логарифма). 
Для этих х данное уравнение равносильно уравнению: 2х+3=х+1, из которого находим х=-2.
Выполняя проверку, убеждаемся, что х=-2 не удовлетворяет неравенству х+1>0. Следовательно, данное уравнение корней не имеет.

Пример 3.
Решите уравнение: log25х-log5х2-3=0.
Решение:
данное уравнение, воспользовавшись свойством степени логарифма, можно переписать в виде: (log5х)2-2log5х-3=0.
Сделаем замену переменной: t=log5х, тогда наше уравнение перепишется в виде: t2-2t-3=0, корни которого вычислим через дискриминант: t1=3, t2=-1.
Вернемся к исходной переменной: log5х=3 или log5х=-1.
Используя определение логарифма получаем корни исходного уравнения: х1=53=125, х2=5-1=1/5=0,2.
Задания для закрепления:
[image: ]

Задания для самостоятельного решения:
Решите уравнение:
	1 вариант

1) ;


	2 вариант

1) ;


	3 вариант

1) ;

2) .

	4 вариант

1) ;

2) .
	5 вариант

1) ;

2).
	6 вариант
1) log2(2x-1)=4;



	7 вариант
1) log3(x-12)=2;


	8 вариант
1) logx16-logx2=1/2;


	9 вариант
1) log3(x+8)=-2;




































Практическое занятие
«Решение логарифмических неравенств»
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Практическое занятие
«Решение уравнения  cos х =α»

Цель работы:
студент должен:
знать:
· формулы для решения тригонометрического уравнения cos х =α в общем виде и частные случаи решения;
уметь:
· решать простейшие тригонометрические уравнения вида cos х =α.

Сведения из теории:
Решение простейших тригонометрических уравнений

Уравнение cos t=a
Очевидно, что если |а|>1, то уравнение cos t=a не имеет решений, т.к. |cos t|≤1 для любого t.
Пусть |а|≤1. Надо найти все такие числа t, что cos t=a. На отрезке [0; π] существует только одно решение уравнения cos t=a – это число arсcos a.
Косинус – четная функция, и, значит на отрезке [-π; 0] уравнение также имеет единственное решение – это число –arсcos a.
Итак, уравнение cos t=a на отрезке [-π; π] длиной 2π имеет два решения t=±arсcos a (совпадающие при а=1).
Вследствие периодичности функции косинус все остальные решения отличаются от найденных на 2πn, (nЄZ), т.е. формула корней уравнения cos t=a имеет вид: 
t=±arсcos a+2πn, (n Є Z).

Пример 1.
Решите уравнение: cos t=1/2.
Решение:
по формуле t=±arсcos (1/2)+2πn, (n Є Z).
Поскольку arсcos (1/2)=π/3 приходим к ответу t=± π/3+2πn, (n Є Z).

Пример 2.
Решите уравнение: cos t=-0,2756.
Решение:
по формуле t=±arсcos (-0,2756)+2πn, (n Є Z).
Значение arсcos (-0,2756) находим с помощью калькулятора или по таблице В.М. Брадиса, оно примерно равно 1,85.
Итак, приходим к ответу t=±1,85+2πn, (n Є Z).

Пример 3.
Решите уравнение: cos (2х-π/4)=1/2.
Решение:
по формуле 
2х-π/4=±arсcos (1/2)+2πn, (n Є Z).
Поскольку arсcos (1/2)=π/3 получаем 
2х-π/4=± π/3+2πn, (n Є Z)
2х=π/4± π/3+2πn, (n Є Z). 
Разделив обе части уравнения на 2 получим ответ: х=π/8±π/6+πn, (nЄZ).

Задания для закрепления:
[image: ]
[image: ]












Практическое занятие
«Решение уравнения sin х =α»
Цель работы:
студент должен:
знать:
· формулы для решения тригонометрического уравнения sin х =α в общем виде и частные случаи решения;
уметь:
· решать простейшие тригонометрические уравнения вида sin х =α.

Сведения из теории:
Решение простейших тригонометрических уравнений

Уравнение sin t=a
Очевидно, что если |а|>1, то уравнение sin t=a не имеет решений, т.к. |sin t|≤1 для любого t.
При |а|≤1 на отрезке [-π/2; π/2] уравнение sin t=a имеет одно решение t1=arcsin a. На отрезке [π/2; 3π/2] функция синус убывает и принимает все значения от -1 до 1. По теореме о корне уравнение и на этом отрезке имеет одно решение.
Это решение есть число t2=π-arcsin a, т.к. sin t2=sin (π-t1)=sin t1=а. 
Кроме того, поскольку -π/2≤ t1≤π/2, 
имеем -π/2≤-t1≤π/2 
и π-π/2≤π-t1≤π+π/2, 
т.е. π/2≤ t2≤3π/2,  t2Є[π/2; 3π/2].
Итак, уравнение sin t=a на отрезке [π/2; 3π/2] имеет два решения t1=arcsin a и t2=π-arcsin a ( совпадающие при а=1). Учитывая, что период синуса равен 2π, получаем формулу для решения уравнения sin t=a:
t=(-1)karcsin a+πk, kЄZ.

Пример 1.

Решите уравнение: sin t=.
Решение:

по формуле t=(-1)karсsin ()+πk, (k Є Z).

Поскольку arсsin ()=π/4 приходим к ответу t=(-1)k π/4+πk, (k Є Z).

Пример 2.
Решите уравнение: sin t=0,3714.
Решение:
по формуле t=(-1)karсsin (0,3714)+πk, (k Є Z).
Значение arсsin (0,3714) находим с помощью калькулятора или по таблице В.М. Брадиса, оно примерно равно 0,3805.
Итак, приходим t= (-1)k0,3805+πk, (k Є Z).

Пример 3.


Решите уравнение: sin =.
Решение:



функция синус нечетная, поэтому sin=-sin=-.


Тогда по формуле: =(-1)karсsin+πk, (k Є Z).


Т.к. arсsin=, имеем 


=(-1)k()+πk, (k Є Z) 
или

, (k Є Z).
Умножив обе части уравнения на 2, получим ответ:

, (k Є Z).
Задания для закрепления:
[image: ]
[image: ]
Практическое занятие
«Решение уравнения  tg x=α»
Цель работы:
студент должен:
знать:
· формулы для решения тригонометрического уравнения tg x=α в общем виде и частные случаи решения;
уметь:
· решать простейшие тригонометрические уравнения вида tg x=α.

Сведения из теории:
Решение простейших тригонометрических уравнений

Уравнение tg x=a
При любом а на интервале (-π/2; π/2) существует одно число t , что tgt=a, – это arctg a. Поэтому уравнение tg x=a имеет на интервале (-π/2; π/2) длиной π единственный корень.
Функция тангенс имеет период π. Следовательно, остальные корни уравнения tg t=a отличаются от найденного на πn, (n Є Z), т.е. 
t=arctg a+πn, (n Є Z).

Пример 1.

Решите уравнение: tg t=.
Решение:

по формуле t=arсtg()+πn, (n Є Z).



Поскольку arсtg()= приходим к ответу t=+πn, (n Є Z).

Пример 2.
Решите уравнение: tg t=5,177.
Решение:
по формуле t=arсtg(5,177)+πn, (n Є Z).
Значение arсtg(5,177) находим с помощью калькулятора или по таблице В.М. Брадиса, оно примерно равно 1,38.
Итак, приходим t=1,38+πn, (n Є Z).

Задания для закрепления:
[image: ]
[image: ]
Сводная таблица решения простейших тригонометрических уравнений
	Уравнение
	Решение

	
	

	sinx=a
	


	cosx=a
	


	tgx=a
	


	ctgx=a
	




Частные случаи решения простейших тригонометрических уравнений
	Уравнение
	Частные случаи

	
	а=-1
	а=0
	а=1

	sinx=a
	

	

	


	cosx=a
	

	

	


	tgx=a
	

	

	


	ctgx=a
	

	

	




Задания для самостоятельного решения:
Решите уравнения:
	1 вариант

1) ;

2) ;

3) .
	2 вариант

1) ;

2) ;

3) .
	3 вариант

1) ;

2) ;

3) .

	4 вариант

1) ;

2) ;

3) .
	5 вариант

1) ;

2) ;

3) .
	6 вариант

1) ;

2) ;

3) .

	7 вариант

1) ;

2) ;

3) .
	8 вариант

1) ;

2) ;

3) .
	9 вариант

1) ;

2) ;

3) .

































Практическое занятие
«Свойства функции   y =cos х  и  ее график»
Цель работы:
студент должен:
знать:
· определение тригонометрической функции y =cos х;
· свойства тригонометрической функции y =cos х;
уметь:
· строить косинусоиду.

Сведения из теории:
[image: ]
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[image: ]
Задания для закрепления:

[image: ]













Практическое занятие
«Свойства функции  y = sin х  и  ее график»
[image: ]
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Задания для закрепления:
[image: ]







Практическое занятие 
«Свойства функции   y =   tg x  и  ее график»

[image: ]
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Задания на закрепление:
[image: ]

	
	Функция

	
	y=sin x
	y=cos x

	1.1 Область определения
	R
	R

	1.2 Область значений
	[-1; 1]
	[-1; 1]

	2.1 Четность (нечетность)
	Нечетная
	Четная

	2.2 Наименьший положительный период
	2π
	2π

	3.1 Координаты точек пересечения графика с осью Ох
	(πn; 0)
	(π/2+πn; 0)

	3.2 Координаты точек пересечения графика с осью Оу
	(0; 0)
	(0; 1)

	4.1 Промежутки, на которых функция принимает положительные значения
	(2πn; π+2πn)
	(-π/2+2πn; π/2+2πn)

	4.2 Промежутки, на которых функция принимает отрицательные значения
	(-π+2πn; 2πn)
	(π/2+2πn; 3π/2+2πn)

	5.1 Промежутки возрастания
	[-π/2+2πn; π/2+2πn]
	[-π+2πn; 2πn]

	5.2 Промежутки убывания
	[π/2+2πn; 3π/2+2πn]
	[2πn; π+2πn]

	6.1 Точки минимума
	-π/2+2πn
	π+2πn

	6.2 Минимумы функции
	-1
	-1

	6.3 Точки максимума
	π/2+2πn
	2πn

	6.4 Максимумы функции
	1
	1



	
	Функция

	
	y=tg x
	y=ctg x

	1.1 Область определения
	(-π/2+πn; π/2+πn)
	(πn; π+πn)

	1.2 Область значений
	R
	R

	2.1 Четность (нечетность)
	Нечетная
	Нечетная

	2.2 Наименьший положительный период
	π
	π

	3.1 Координаты точек пересечения графика с осью Ох
	(πn; 0)
	(π/2+πn; 0)

	3.2 Координаты точек пересечения графика с осью Оу
	(0; 0)
	Нет

	4.1 Промежутки, на которых функция принимает положительные значения
	(πn; π/2+πn)
	(πn; π/2+πn)

	4.2 Промежутки, на которых функция принимает отрицательные значения
	(-π/2+πn; πn)
	(-π/2+πn; πn)

	5.1 Промежутки возрастания
	(-π/2+πn; π/2+πn)
	Нет

	5.2 Промежутки убывания
	Нет
	(πn; π+πn)

	6.1 Точки минимума
	Нет
	Нет

	6.2 Точки максимума
	Нет
	Нет



Задания для самостоятельного решения:
№1. Построить схематически косинусоиду на интервале [-3π; 3π] и выполнить следующие упражнения:
1) Проиллюстрировать по графику, что:
а) функция cos x не может принимать значений, превосходящих по абсолютной величине единицу, т. е. -1<cos x<1;
б) каждому действительному значению х соответствует только одно значение cos х (свойство однозначности косинуса);
в) при замене произвольного значения аргумента х противоположным ему значением – х значение функции не изменяется, т. е. cos(-х)=cos х (свойство четности косинуса). Как можно использовать свойство четности косинуса при построении его графика;
г) при изменении произвольного значения аргумента на число, кратное числу 2π, значение функции cos x не изменяется, т. е. cos(х+2πk)=cos x (свойство периодичности косинуса). Как можно использовать периодичность косинуса при построении его графика;
д) при изменении произвольного знамения аргумента на число π значение функции у заменяется противоположным ему значением -у, т. е. cos(x±π)=-cos x;
е) уравнение cos х=0,5 имеет бесчисленное множество решений. Назвать несколько частных решений этого уравнения.
2) Указать интервалы, в которых функция у=cos х принимает:
а) положительные значения; 
б) отрицательные значения. 
Какие четверти единичной окружности соответствуют этим интервалам.
3) Выделить на оси абсцисс и на единичной окружности интервалы, в которых функция у=cos x:
а) возрастает; 
б) убывает. 
Проиллюстрировать на графике, что в любом интервале монотонности косинус последовательно принимает все свои возможные значения, каждому из которых соответствует только одно значение аргумента в рассматриваемом интервале.

№2. По графику функции у=cos x ответить на следующие вопросы:
1) Как изменяется cos x, если аргумент х: 
а) увеличивается от -2π до π; 
б) уменьшается от 2,5π до 1,5π?
2) Чему равен косинус числа: а) π; б) 2π; в) -0,5π; г) -2π?
3) Что меньше: a) cos 0,7 или cos 1; б) cos(π/2+1) или cos(π/2-1)?
4) При каких значениях х функция cos x равна: а) 0; б) 1; в) -1?
5) Проиллюстрировать на графике, что не существует значений аргумента х, при которых функция cos x была равна 2.

№3. Построить схематически тангенсоиду на интервале (-3π/2; 3π/2). При построении:
1) отметить на оси абсцисс точки, соответствующие числам:
-1,5π; -π; -0,5π; 0,5π; π; 1,5π (за единицу масштаба принять отрезок, равный 1 см); 
2) через точки (-1,5π; 0); (-0,5π; 0); (0,5π; 0) и (1,5π; 0) провести (пунктиром) прямые, параллельные оси ординат;
3) отметить точки тангенсоиды с ординатами ±1;
4) вычертить (от руки) тангенсоиду.

№4. Пользуясь схематическим графиком функции у=tg x выполнить следующие упражнения:
1) Указать интервалы, в которых функция принимает: а) положительные значения; б) отрицательные значения.
2) Определить, при каких значениях х на интервале (-3π/2; 3π/2) функция у=tg x: а) убывает; б) возрастает; в) принимает значение, равное нулю; г) теряет смысл. 
Выразить формулой множество таких значений х, при которых у=tg x теряет смысл.
3) Убедиться, что каждому допустимому значению аргумента х соответствует только одно значение функции.
4) Проиллюстрировать на графике, что функция у=tg x есть периодическая функция с периодом π, т. е. tg(x+πk)=tg x.
5) Показать, что каждому значению функции у соответствует бесчисленное множество определенных значений аргумента х.
6) Решить неравенства: a) tg x>-1; б) | tg x |<1.

№5. Построить на одном чертеже графики функций: у=х; у=sin х и у=tg х, если 0<х<π/2. Пользуясь чертежом, проиллюстрировать неравенство sin x<х<tg x.











Практическое занятие
«Дифференцирование  степенной функции»
Цель работы:
студент должен:
знать:
· систему и определение производной;
· формулы для вычисления производных степенной и линейной функций;
· правила дифференцирования функций;
уметь:
· находить производную функции;
· находить дифференциал функции;

Сведения из теории:
Табличные значения производных степенной и линейной функций:
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Задания для закрепления:
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Практическое занятие
«Дифференцирование некоторых элементарных функций»
Цель работы:
студент должен:
знать:
· систему и определение производной;
· табличные решения производных элементарных функций, в том числе обратных тригонометрических функций;
· правила дифференцирования функций;
уметь:
· находить производную функции;
· находить дифференциал функции;
· дифференцировать элементарные функции.

Сведения из теории:
Табличные значения производных элементарных функций, тригонометрических и обратных тригонометрических функций:
	

	

	




Правила вычисления производных:




Производная сложной функции






Пусть функция , х(а;b), имеет производную в точке х0(а;b), а функция  имеет производную в точке . Тогда сложная функция  имеет производную в точке х0, которая вычисляется по формуле:

.

Пример 1.

Вычислите производную функции .
Решение:
воспользуемся формулами и правилом 1 вычисления производных:



Пример 2.

Вычислите производную функции 
Решение:
воспользуемся формулами и правилом 2 вычисления производных:


Приведем дроби к общему знаменателю:


Пример 3.

Вычислите производную функции .
Решение:
представим заданную функцию как композицию квадратичной функции и степенной



;



Задания для самостоятельного решения:
Вычислите производную функции:
	1 вариант

1) ;

2) ;

3) ;

4) .
	2 вариант

1) ;

2) ;

3) ;

4).

	3 вариант

1) ;

2) ;

3) ;

4).
	4 вариант

1) ;

2) ;

3) ;

4).

	5 вариант

1) ;

2) ;

3) ;

4).
	6 вариант

1) ;

2) ;

3) ;

4) .

	7 вариант

1) ;

2) ;

3) ;

4).
	8 вариант

1) ;

2) ;

3) ;

4).

	
9 вариант                                         3) ;


1) ;                   4).

2) ;



	1 вариант

1) 

2) 

3) 

4) 

5) 
	2 вариант

1) 

2) 

3) 

4) 

5) 

	3 вариант

1) 

2) 

3) 

4) 

5) 
	4 вариант

1) 

2) 

3) 

4) 

5) 

	5 вариант

1) 

2) 

3) 

4) 

5) 
	6 вариант

1) 

2) 

3) 

4) ;

5) 

	7 вариант

1) 

2) 

3) 

4) 

5) 
	8 вариант

1) 

2) 

3) 

4) 

5) 

	9 вариант


1)                      2) 


3)                       4) 

5) 




























Практическое занятие
«Составление уравнения касательной к графику функции»

Сведения из теории:
Формула уравнения касательной к графику функции:
[image: ]
[image: ]
[image: ]
Задания на закрепление:
[image: ]
Задания для самостоятельной работы:
1 вариант
Задание 1. Найти производную функции.



  а)                    б)             в) 



  г)                                 д)             е)  

Задание 2.  Решить уравнение  f′(x) = 0, если                                      
Задание 3.  Написать уравнение касательной к графику функции у = f(x)  в точке с абсциссой х0

                                     х0 = 2
2 вариант
Задание 1. Найти производную функции.



  а)                    б)             в) 



  г)                                 д)             е)  

Задание 2.  Решить уравнение  f′(x) = 0, если                                      
Задание 3.  Написать уравнение касательной к графику функции у = f(x)  в точке с абсциссой х0

                                     х0 = 3.



























Практическое занятие
Исследование функции с помощью производной
Цель работы:
студент должен:
знать:
· определения возрастающей (убывающей) функции;
· определения точки максимума (минимума) функции;
уметь:
· находить промежутки монотонности функции;
· вычислять точки экстремума функции.

Сведения из теории:
Возрастание и убывание функций
Функция f возрастает на множестве Р, если для любых х1 и х2 из множества Р, таких, что х2>х1, выполнено неравенство f(x2)>f(x1).
Функция f убывает на множестве Р, если для любых х1 и х2 из множества Р, таких, что х2>х1, выполнено неравенство f(x2)<f(x1).
Иными словами, функция f называется возрастающей на множестве Р, если большему значению аргумента из этого множества соответствует большее значение функции. Функция f называется убывающей на множестве Р, если большему значению аргумента из этого множества соответствует меньшее значение функции.

Пример 1.
Докажите, что функция f(x)=1/x является убывающей.
Решение:
область определения функции: (-∞; 0) и (0; +∞). Рассмотрим поведение функции на каждом интервале:
(-∞; 0): х1=-8, х2=-4, т.е. х2>х1, тогда f(-8)=-0,125, f(-4)=-0,25, т.е f(x2)<f(x1), а значит функция f(x)=1/x является убывающей на интервале (-∞; 0).
(0; +∞): х1=4, х2=8, т.е. х2>х1, тогда f(4)=0, 25, f(8)=0,125, т.е. т.е f(x2)<f(x1), а значит функция f(x)=1/x является убывающей на интервале (0; +∞).
Однако эта функция не является убывающей на объединении этих промежутков. Например, 1>-1, но f(1)<f(-1).

При исследовании функций на возрастание и убывание принято указывать промежутки возрастания и убывания максимальной длины, включая концы (если, конечно, они входят в эти промежутки). Так, можно было сказать, что функция f(x)=1/x является убывающей на отрезке [2; 500]. Это верно, но такой ответ неполон.

При исследовании поведения функции вблизи некоторой точки удобно пользоваться понятием окрестности. 
Окрестностью точки а называется любой интервал, содержащий эту точку. Например, интервал (2; 6) – одна из окрестностей точки 3, интервал (-3,3; -2,7) – окрестность точки -3.

Экстремумы
Точка х0 называется точкой минимума функции f, если для всех х из некоторой окрестности х0 выполнено неравенство f(x)≥f(x0).
Точка х0 называется точкой максимума функции f, если для всех х из некоторой окрестности х0 выполнено неравенство f(x)≤f(x0).

По определениям значение функции f в точке максимума х0 является наибольшим среди значений функции из некоторой окрестности этой точки, поэтому график функции в окрестности х0, как правило, имеет вид гладкого «холма» или заостренного «пика». В окрестности точки минимума графики, как правило, изображаются в виде «впадины», тоже или гладкой или заостренной.
Для точек максимума и минимума функции принято общее название – их называют точками экстремума.
Значение функции в этих точках называют соответственно максимумами и минимумами функции (общее название – экстремум функции). Точки максимума обозначают xmax, а точки минимума xmin. Значения функции в этих точках обозначаются соответственно ymax, ymin.

Пример 2.
Начертите эскиз графика функции f, если известно, что f возрастает на промежутке (-∞; 2] и убывает на промежутке [2; +∞). Какой будет точка х=2? 
Решение:
схематично график можно изобразить в виде:

Рисунок 10. Эскиз графика

График имеет вид гладкого «холма», а значит точка х=2 – точка максимума.

Задания для самостоятельного решения:
Начертите эскиз графика функции f, определите вид точек, если:
	1 вариант
f возрастает на промежутке (-∞; 2] и убывает на промежутке [2; +∞).
	2 вариант
f возрастает на промежутках (-∞; -2] и [0; 3], убывает на промежутке [2; 0].
	3 вариант
f возрастает на промежутке [1; 4] и убывает на промежутках (-∞; 1] и [4; +∞).

	4 вариант
f возрастает на промежутках (-∞; -5] и [1; 5], убывает на промежутках [-5; 1] [5; +∞).
	5 вариант
f возрастает на промежутке (-∞; 5] и убывает на промежутке [5; +∞).
	6 вариант
f возрастает на промежутке (-∞; 0] и убывает на промежутке [0; +∞).

	7 вариант
f возрастает на промежутке [-1; 2] и убывает на промежутках (-∞; -1] и [2; +∞).
	8 вариант
f возрастает на промежутках (-∞; -4] и [2; 4], убывает на промежутках [-4; 2] [4; +∞).
	9 вариант
f возрастает на промежутках (-∞; -3] и [2; 5], убывает на промежутках [-3; 2] [5; +∞).

































Практическое занятие
«Применение производной к построению графиков функций»

Цель работы:
студент должен:
знать:
· свойства функций;
· схему исследования функции;
уметь:
· строить графики функций.

Сведения из теории:
Четные и нечетные функции
Рассмотрим функции области определения которых симметричны относительно начала координат, т.е. для любого х из области определения функции число (-х) также принадлежит области определения. Среди таких функций выделяют четные и нечетные.
Функция f называется четной, если для любого х из области определения f(-x)=f(x).
Функция f называется нечетной, если для любого х из области определения f(-x)=-f(x).

Пример 1.
Определите какая из функций является четной (нечетной): у=х4, у=х3.
Решение:
функция у=х4 четная, т.к. х4=(-х)4, т.е. у(-x)=у(x), а функция у=х3 является нечетной, т.к. х3=(-х)3=- х3, т.е. у(-x)=-у(x).

Пример 2.

Докажите, что функция  четная.
Решение:
вычислим f(-x):

,

т.е.  – четная по определению.

Свойства графиков:
1. График четной функции симметричен относительно оси ординат.
2. График нечетной функции симметричен относительно начала координат.
Из этих двух правил вытекает следующее: при построении графика четной или нечетной функции достаточно построить его часть для неотрицательных х, а затем отразить полученный график относительно оси ординат (в случае четной функции) или начала координат (в случае нечетной).

Ранее мы строили графики функций «по точкам». Во многих случаях этот метод дает хорошие результаты, если, конечно, отметить достаточно большое число точек. Однако при этом приходится составлять большие таблицы значений функции, а главное, можно не заметить существенных особенностей функции и в итоге ошибиться при построении графика.
Для того чтобы избежать ошибок, надо научиться выявлять характерные особенности функции, т.е. предварительно провести ее исследование.

Схема исследования функций:
1. Найти область определения и область значений данной функции.
2. Выяснить, обладает ли функция особенностями, облегчающими исследование, т.е. является ли функция четной (нечетной), периодической.
3. Вычислить координаты графика функции с осями координат.
4. Найти промежутки знакопостоянства функции.
5. Выяснить, на каких промежутках функция убывает, а на каких возрастает.
6. Найти точки экстремума, вид экстремума (минимум или максимум) и вычислить значения функции в этих точках.
7. Исследовать поведение функции в окрестности характерных точек, не входящих в область определения (например, точка х=0 для функции f(x)=1/x), и при больших (по модулю) значениях, аргумента.

Необходимо заметить, что этот план имеет примерный характер.

Задания для самостоятельного решения:
Построить график функции f, если известны ее свойства:
	1.
	Свойство функции
	1 вариант
	2 вариант
	3 вариант
	4 вариант

	
	Область определения
Область значений
	[-6; 6]

[-2; 5]
	[-5; 4]

[0; 6]
	[-4; 4]

[-3; 6]
	[-5; 3]

[0; 5]

	2
	Точки пересечения графика:

	
	а) с осью Ох
	(-4; 0),
(-2; 0)
	(0; 0)
	(-4; 0),
(-1; 0),
(2,5; 0)
	(3; 0)

	
	б) с осью Оу
	(0; 2,5)
	(0; 0)
	(0; -2)
	(0; 4,5)

	3
	Промежутки знакопостоянства:

	
	а) f(x)>0
	[-6; -4),
(-2; 6]
	[-5; 0),
(0; 4]
	(-4; -1),
(2,5; 4]
	[-5; 3)

	
	б) f(x)<0
	(-4; -2)
	-
	(-1; 2,5)
	-

	4
	Промежутки:

	
	а) возрастания
	[-3; 1],
[4; 6]
	[-5; -2],
[0; 4]
	[-4; -2],
[1; 4]
	[-3; 1]

	
	б) убывания
	[-6; -3],
[1; 4]
	[-2; 0]
	[-2; 1]
	[-5; -3],
[1; 3]

	5.1
	Точки максимума, максимум функции
	xmax=1
ymax=3
	xmax=-2
ymax=2
	xmax=-2
ymax=2
	xmax=1
ymax=5

	5.2
	Точки минимума, минимум функции
	xmin1=-3, 
ymin1=-2;
xmin2=4
ymin2=1
	xmin=0
ymin=0
	xmin=1
ymin=-3
	xmin=-3
ymin=2

	6
	Дополнительные точки графика
	(-6; 3),
(6; 5)
	(-5; 0,5),
(4; 6)
	(4; 6)
	(-5; 3)



Для нахождения наименьшего и наибольшего значений функции, непрерывной в некотором промежутке, необходимо:
1) найти критические точки, принадлежащие заданному промежутку, и вычислить значения функции в этих точках;
2) найти значения функции на концах промежутка;
3) сравнить полученные значения; тогда наименьшее и наибольшее из них являются соответственно наименьшим и наибольшим значениями функции в рассматриваемом промежутке.

Пример 1.

Найдите наибольшее и наименьшее значения функции  на промежутке [-2; 0].
Решение:
вычислим критические точки функции, принадлежащие заданному промежутку, с помощью первой производной:



Т.к. -3[-2; 0], х=-1 – критическая точка.


, .
Вычислим значения функции на концах промежутка:


, .
у(0)=0.

Сравним полученные значения: наименьшее значение функции равно  и достигается ею во внутренней точке промежутка, а наибольшее значение равно 0 и достигается на правом конце промежутка.

Задания для самостоятельного решения:
Найдите наименьшее и наибольшее значения функций в заданных промежутках:

1)  на промежутке [0; 6];

2)  на промежутке [-2; 2];

3)  на промежутке [1; 3];

4)  на промежутке [-1; 6];

5)  на промежутке [-4; 4];

6)  на промежутке [0; 3];

7)  на промежутке [-4; -1];

8)  на промежутке [-3; 1];

9)  на промежутке [-5; 0].

Общая схема построения графиков функций:
1) найти область определения функции;
2) найти точки пересечения графика функции с осями координат;
3) найти промежутки монотонности функции и экстремумы функции;
4) найти промежутки выпуклости и точки перегиба;
5) построить график функции, используя полученные результаты исследования.

Пример.

Исследовать функцию  и построить ее график.
Решение:
1) Данная функция является многочленом (можно раскрыть скобки, получим многочлен третьей степени), поэтому она определена, непрерывна и дифференцируема при любых х. Поэтому область определения функции – вся числовая прямая.
2) Вычислим точки пересечения графика функции с осями координат: график функции у=(х+1)·(х–2)2 пересекает ось Ох при у=0, т. е. 
(х+1)·(х–2)2=0;
х+1=0 или (х–2)2=0;
х=-1 или х=2.
График функции у=(х+1)·(х–2)2 пересекает ось Оу при х=0, т. е. 
у=(0+1)·(0–2)2=1·4=4.
Т.о. мы получили три точки: (–1; 0), (2; 0), (0; 4).
3) Найдем промежутки монотонности функции и ее экстремумы с помощью первой производной:
у’=((х+1)·(х–2)2)’=3х·(х–2).
Из уравнения у=0 найдем критические точки: 
3х·(х–2)=0;
х1=0, х2=2.
Результаты решения занесем в таблицу:
	х
	(–∞, 0)
	0
	(0; 2)
	2
	(2; +∞)

	у
	+
	0
	–
	0
	+

	у
	
	4
	
	0
	

	
	возрастает
	max
	убывает
	min
	возрастает



Функция возрастает на интервалах (–∞, 0) и (2, +∞), убывает на интервале (0; 2), имеет максимум при х=0 и минимум при х=2: уmax=у(0)=4; уmin=у(2)=0.
4) Найдем промежутки выпуклости и точки перегиба с помощью второй производной:
у=(3х·(х–2))’=6·(х-1).
Кривая выпукла там, где у  0, т. е.
6·(х–1)  0,
х  1.
Кривая вогнута там, где у  0, т. е. х  1.
На интервале (–∞, 1) кривая выпукла; на интервале (1, +∞) – вогнута.
Точку перегиба найдем из уравнения у=0. Т. о., х=1 – абсцисса точки перегиба, т.к. эта точка разделяет интервалы выпуклости и вогнутости кривой. Ордината точки перегиба: у(1)=2.
Результаты решения занесем в таблицу:
	х
	(–∞, 1)
	1
	(1; +∞)

	у
	-
	0
	+

	у
	
	2
	

	
	выпукла
	перегиб
	вогнута


5) По полученным точкам строим график:
х
у
2
4
-1

Рисунок 23. График функции у=(х+1)·(х–2)2

Задания для самостоятельного решения:
Исследуйте следующие функции и постройте их графики:
	1 вариант

.
	2 вариант

.
	3 вариант

.

	4 вариант

.
	5 вариант

.
	6 вариант

.

	7 вариант

.
	8 вариант

.
	9 вариант

.


























Практическое занятие
«Вычисление интегралов»
Цель работы:
студент должен:
знать:
· таблицу значений неопределенных интегралов;
· суть метода замены переменной в неопределенном интеграле;
· суть метода интегрирования по частям;
уметь:
· вычислять неопределенные интегралы методом замены переменной. 
· вычислять неопределенные интегралы методом интегрирования по частям.

Сведения из теории:
Табличные значения неопределенных интегралов
	

	

	




Интегрирование методом замены переменной


Сущность интегрирования методом замены переменной (способом подстановки) заключается в преобразовании интеграла  в интеграл , который легко вычисляется по таблице значений неопределенных интегралов.

Для нахождения интеграла  заменяем переменную x новой переменной t. Дифференцируя равенство, получаем выражение dх.
После того как интеграл относительно новой переменной t будет найден, с помощью обратной подстановки он приводится к переменной х.

Пример 1.

Вычислите интеграл методом замены переменной: .
Решение:
с помощью замены части подынтегрального выражения приведем заданный интеграл к табличному виду:

.

Пример 2.

Вычислите интеграл методом замены переменной: .
Решение:
с помощью замены части подынтегрального выражения приведем заданный интеграл к табличному виду:


.

Задания для самостоятельного решения:
Вычислите следующие интегралы методом замены переменной:
	1 вариант

1) ;

2) ;

3) ;

4) .
	2 вариант

1) ;

2) ;

3) ;

4) .
	3 вариант

1) ;

2) ;

3) ;

4) .

	4 вариант

1) ;

2) ;

3) ;

4) .
	5 вариант

1) ;

2) ;

3) ;

4) .
	6 вариант

1) ;

2) ;

3) ;

4) .

	7 вариант

1) ;

2) ;

3) ;

4) .
	8 вариант

1) ;

2) ;

3) ;

4) .
	9 вариант

1) ;

2) ;

3) ;

4) .



Вычисление неопределенных интегралов методом интегрирования по частям

Сведения из теории:
Интегрирование по частям
Вычисляя дифференциал произведения, имеем:

,
откуда

.
Если дифференциалы двух функций равны, то их неопределенные интегралы совпадают. Поэтому


и, следовательно,

.


С помощью этой формулы вычисление интеграла  сводится к вычислению интеграла , если последний окажется проще исходного.

Пример 1.

Вычислите интеграл методом интегрирования по частям: .
Решение:
преобразуя части подынтегрального выражения, приведем заданный интеграл к табличному виду:


.

Пример 2.

Вычислите интеграл методом интегрирования по частям: .
Решение:
преобразуя части подынтегрального выражения, приведем заданный интеграл к табличному виду:

.

Задания для самостоятельного решения:
Вычислите следующие интегралы методом интегрирования по частям:
	1 вариант

1) ;

2) ;

3) .
	2 вариант

1) ;

2) ;

3) .
	3 вариант

1) ;

2) ;

3) .

	4 вариант

1) ;

2) ;

3) .
	5 вариант

1) ;

2) ;

3) .
	6 вариант

1) ;

2) ;

3) .

	7 вариант

1) ;

2) ;

3) .
	8 вариант

1) ;

2) ;

3) .
	9 вариант

1) ;

2) ;

3) .



Вычисление определенных интегралов различными способами

Сведения из теории:
Для вычисления определенного интеграла от функции f(x) в том случае, когда можно найти соответствующий неопределенный интеграл F(х), служит формула Ньютона – Лейбница:

,
т.е. определенный интеграл равен разности значений первообразной при верхнем и нижнем пределах интегрирования.

Пример 1.


Вычислить определенный интеграл .
Решение:
по формуле Ньютона – Лейбница:



Вычисление определенного интеграла методом замены переменной

При вычислении определенного интеграла методом замены переменной (способом подстановки) определенный интеграл  преобразуется с помощью подстановки u=g(x) в определенный интеграл относительно новой переменной u. При этом старые пределы интегрирования a и b заменяются соответственно новыми пределами интегрирования α и β , которые вычисляются по формулам: α=g(a) и β=g(b).

Пример 2.


Вычислить определенный интеграл .
Решение: 
преобразуя части подынтегрального выражения, приведем заданный интеграл к табличному виду, далее воспользуемся формулой Ньютона – Лейбница:



Интегрирование по частям в определенном интеграле
Если функции u(x) и v(x) и их производные непрерывны в промежутке [a; b], то формула интегрирования по частям для определенного интеграла имеет вид:



Пример 3.


Вычислить определенный интеграл .
Решение: 
преобразуя части подынтегрального выражения, приведем заданный интеграл к табличному виду, далее воспользуемся формулой Ньютона – Лейбница:





Задания для самостоятельного решения:
Вычислите следующие интегралы:
	1 вариант

1) Методом замены переменной:.

2) Методом интегрирования по частям: .
	2 вариант

1) Методом замены переменной:.

2) Методом интегрирования по частям: .
	3 вариант

1) Методом замены переменной:.

2) Методом интегрирования по частям: .

	4 вариант

1) Методом замены переменной: .

2) Методом интегрирования по частям: .
	5 вариант

1) Методом замены переменной: .

2) Методом интегрирования по частям: .
	6 вариант

1) Методом замены переменной: .

2) Методом интегрирования по частям: .

	7 вариант

1) Методом замены переменной: . 

2) Методом интегрирования по частям: .
	8 вариант

1) Методом замены переменной: .

2) Методом интегрирования по частям: .
	9 вариант

1) Методом замены переменной: .

2) Методом интегрирования по частям: .





































Практическая работа
«Решение простейших вероятностных задач»
Цель работы: 
студент должен:
знать:
- определение соединений, их видов;
- определение вероятности;
- теоремы сложения, умножения вероятностей;
уметь:
·  по условию задачи различать виды соединений;
·  вычислять разные виды соединений;
·  вычислять вероятность событий.

Сведения из теории:
Соединения, их виды
Группы, составленные из каких – либо элементов, называются соединениями.
Различаю три основных вида соединений: размещения, перестановки и сочетания.
Размещениями из n элементов по m в каждом называются такие соединения, которые отличаются друг от друга либо самими элементами, либо порядком их расположения. 
Число размещений из n элементов по m обозначается и вычисляется по формуле: 

.
Перестановками из n элементов называются такие соединения из всех n элементов, которые отличаются друг от друга порядком расположения элементов.
Перестановки представляют частный случай размещений  из n элементов по n в каждом.
Число всех перестановок из n элементов равно произведению последовательных чисел от 1 до n включительно: 

,
n!-читается «n-факториал», причем 0!=1 и 1!=1.
Используя приведенные выше определения имеем формулы: 

, 
при решении задач часто используется равенство: 

.
Сочетаниями из n элементов по m в каждом называются такие соединения, которые отличаются друг от друга хотя бы одним элементом.
Число сочетаний из n элементов по m обозначается и вычисляется по формуле:  

, 
которую можно записать также в виде

 
или 

. 
Кроме того, при решении задач используются следующие формулы, выражающие основные свойства сочетаний: 


,  

Пример 1.
Найти число размещений из 10 элементов по 4.
Решение:

по формуле :

.

Пример 2.

Решить уравнение: .
Решение: 
используя формулу для вычисления числа размещений имеем: 

.
Разделим обе части на одинаковые выражения, получим: 

, 

и решим получившееся квадратное уравнение: .

Пример 3.

Решите систему: .
Решение: 
решим второе уравнение: 



.

Т. к. , то –11 не удовлетворяет условию задачи. Подставив х=12 в первое уравнение системы, получим

.
Используя основное свойство сочетаний, имеем: 

, 
тогда 

.
Ответ: х=12, у=5.

Пример 4.
Сколькими способами из восьми кандидатов можно выбрать три лица на три должности?
Решение: 
условию задачи соответствуют размещения 3 из 8, имеем: 

.

Случайные события
Изучение каждого явления в порядке наблюдения или производства опыта связано с осуществлением некоторого комплекса условий (испытаний). Всякий результат или исход испытания называется событием.
Если событие при заданных условиях может произойти или не произойти, то оно называется случайным.
В том случае, когда событие должно непременно произойти, его называют достоверным, а в том случае, когда оно заведомо не может произойти, невозможным. 
События называются несовместными, если каждый раз возможно появление только одного из них. События называются совместными, если в данных условиях появление одного из этих событий не исключает появление другого при том же испытании.
События называются противоположными, если в условиях испытания они, являясь единственными его исходами, несовместны.
Вероятность события рассматривается как мера объективной возможности появления случайного события.

Классическое определение вероятности.
Вероятностью события А называется отношение числа благоприятных исходов m, к числу всех возможных исходов n: 

.

Вероятность любого события не может быть меньше нуля и больше единицы, т. е. .
Невозможному событию соответствует вероятность Р(А)=0, а достоверному – вероятность Р(А)=1.

Пример 5.
В лотерее из 1000 билетов 200 выигрышных. Вынимают наугад один билет. Какова вероятность, что этот билет выигрышный?
Решение: 
количество благоприятных событий, удовлетворяющих условию задачи m=200.
Число всех возможных вариантов n=1000.
По определению вероятности: Р(А)=200/1000=0,2.

Пример 6.
Из урны, в которой находятся 5 белых и 3 черных шара, вынимают один шар. Найти вероятность того, что этот шар черный?
Решение: 
общее число шаров m=8, из них черных n=3, по определению: Р(А)=3/8=0,375.

Пример 7.
Из урны, в которой находятся 12 белых и 8 черных шара, вынимают наудачу два шара. Найти вероятность того, что оба шара окажутся черными?
Решение: 
общее число возможных случаев n равно числу сочетаний из 20 (12+8) элементов по два: 

;
число благоприятных исходов m равно числу сочетаний из 8 элементов по два: 

.
По определению: Р(А)=28/190=0,147.

Пример 8.
В партии из 18 деталей находятся 4 бракованных. Наугад выбирают 5 деталей. Какова вероятность того, что из этих 5 деталей две окажутся бракованными?
Решение:
число всех равновозможных независимых исходов n равно числу сочетаний из 18 по 5: 

.
Подсчитаем число благоприятных исходов m. Среди 5 взятых наугад деталей должно быть 3 качественных и 2 бракованных. Число способов выборки двух бракованных деталей из 4 имеющихся бракованных равно числу сочетаний из 4 по 2: 

.
Число способов выборки трех качественных деталей из 14 имеющихся равно числу сочетаний из 14 по 3: 

.
Любая группа качественных деталей может комбинироваться с любой группой бракованных, поэтому общее число комбинаций m равно: 

,
по определению: Р(А)=2184/8568=0,255.

Задания для самостоятельного решения:
Решить следующие задачи, используя определение сочетаний, их видов:
	1 вариант
1) Сколько двузначных чисел можно составить из цифр 1, 3, 5, 8, 9 так, чтобы в каждом числе не было одинаковых цифр?
2) Из 6 открыток надо выбрать 3. Сколькими способами это можно сделать?
3) 
Решите уравнение: .
	2 вариант
1) Сколькими способами могут разместиться 5 человек вокруг круглого стола?
2) Сколькими способами можно составить флаг, состоящий из трех горизонтальных полос различных цветов, если имеется материал семи различных цветов?
3) 
Решите уравнение: .

	3 вариант
1) Из 10 кандидатов нужно выбрать 3 человека на конференцию. Сколькими различными способами это можно сделать?
2) Сколько различных пятизначных чисел можно составить из цифр 0, 1, 3, 5, 7 так, чтобы в каждом числе не было одинаковых цифр?
3) 
Решите уравнение: .
	4 вариант
1) Бригадир должен отправить на работу бригаду из 3 человек. Сколько таких бригад можно составить из 8 человек?
2) На собрании должны выступить 5 человек (А, Б, В, Г, Д). Сколькими способами их можно разместить в списке выступающих, если А должен выступать первым?
3) 
Решите уравнение: .

	5 вариант
1) Сколькими способами можно расставить на полке 6 книг?
2) Сколькими способами можно выбрать гласную и согласную буквы из слова «журнал»?
3) 
Решите уравнение: .
	6 вариант
1) Сколькими способами можно составить список из 6 человек?
2) Сколькими способами собрание, состоящее из 18 человек, может из своего состава выбрать председателя собрания и секретаря?
3) 
Решите уравнение: .

	7 вариант
1) Среди перестановок из цифр 1, 2, 3, 4, 5 сколько таких, которые не начинаются цифрами 3 или 5?
2) Из города А в город В ведут 6 дорог, а из города В в город С –3 дороги. Сколькими способами можно попасть из города А в город С?
3) 
Решите систему: .
	8 вариант
1) В шахматном турнире принимали участие 15 шахматистов, причем каждый из них сыграл только одну партию с каждым из остальных. Сколько всего партий сыграно в этом турнире?
2) Имеется 8 пар перчаток различных размеров. Сколькими способами можно выбрать из них одну перчатку на левую руку и одну перчатку на правую руку так, чтобы эти перчатки были разных размеров?
3) 
Решите систему: .

	9 вариант
1) Группа учащихся изучает семь учебных дисциплин. сколькими способами можно составить расписание занятий на понедельник, если в этот учебный день должно быть четыре различных урока?
2) Сколько матчей будет сыграно в футбольном чемпионате с участием 16 команд, если каждые две команды встречаются между собой один раз?

3) Вычислить: .




Практическая работа
«Определение вероятности случайных событий»

Цель работы: 
студент должен:
знать:
- теоремы сложения, умножения вероятностей;
уметь:
· вычислять вероятность событий.

Сведения из теории:
Вероятность несовместных событий
Вероятность появления одного из нескольких попарно несовместных событий равна сумме вероятностей этих событий: Р(А+В)=Р(А)+Р(В).

Пример 1.
В ящике в случайном порядке разложены 20 деталей, причем пять из них стандартные. Рабочий берет наудачу три детали. Найти вероятность того, что, по крайней мере, одна из взятых деталей окажется стандартной (событие А).
Решение:
очевидно, что, по крайней мере, одна из взятых деталей окажется стандартной, если произойдет любое из трех несовместных событий: В – одна деталь стандартная, две нестандартные; С – две детали стандартные, одна нестандартная; Д – три детали стандартные.
Т.о., событие А можно представить в виде суммы этих трех событий: А=В+С+Д. 
Тогда Р(А)=Р(В)+Р(С)+Р(Д).
Вычислим вероятность каждого события:






Итак, 



Вероятность совместных событий
Вероятность появления хотя бы одного из двух совместных событий равна сумме вероятностей этих событий без вероятности их совместного появления: 
Р(А+В)=Р(А)+Р(В)-Р(АВ)

Пример 2.
Найти вероятность того, что наудачу взятое двузначное число окажется кратным либо 3, либо 5, либо тому и другому одновременно?
Решение:
пусть А – число кратно 3, В – число кратно 5. Всего имеется 90 двузначных чисел: 10, 11, …, 98, 99. Из них 30 – кратные 3, 18 – кратные 5 и шесть чисел одновременно кратны и 3 и 5, поэтому: 

.
Т.к. А и В совместные события, то по формуле имеем: 

.

Задания для самостоятельного решения:
Решите задачи, используя теоремы сложения, умножения вероятностей:
1) В первой урне находятся 10 белых и 4 черных шаров, а во второй 5 белых и 9 черных шаров. Из каждой урны вынули по шару. Какова вероятность того, что оба шара окажутся черными?
2) Трое учащихся на экзамене независимо друг от друга решают одну и ту же задачу. Вероятности ее решения этими учащимися равны 0,8, 0,7 и 0,6 соответственно. Найдите вероятность того, что хотя бы один учащийся решит задачу.
3) Экспедиция издательства отправила газеты в три почтовых отделения. Вероятность своевременной доставки газет в первое отделение равна 0,95, во второе – 0,9, в третье – 0,8. Найти вероятность следующих событий:
а) только одно отделение получит газеты вовремя;
б) хотя бы одно отделение получит газеты с опозданием.
4) Вероятность хотя бы одного попадания в цель при четырех выстрелах равна 0,9984. Найти вероятность попадания в цель при одном выстреле.

Понятие о независимости событий

Сведения из теории:
Пусть вероятность события В не зависит от появления события А.
Событие В называют независимым от события А, если появление события А не изменяет вероятности события В, т. е. если условная вероятность события В равна его безусловной вероятности:
РA(В) = Р(В).
Итак, если событие В не зависит от события A, то событие A не зависит от события В; это означает, что свойство независимости событий взаимно.
Для независимых событий теорема умножения имеет вид:
Р (АВ) = Р (А)·Р (В),
т. е. вероятность совместного появления двух независимых событий равна произведению вероятностей этих событий.
Два события называют независимыми, если вероятность их совмещения равна произведению вероятностей этих событий; в противном случае события называют зависимыми.
На практике о независимости событий заключают по смыслу задачи. Например, вероятности поражения цели каждым из двух орудий не зависят от того, поразило ли цель другое орудие, поэтому события «первое орудие поразило цель» и «второе орудие поразило цель» независимы.

Несколько событий называют попарно независимыми, если каждые два из них независимы. Например, события А, В, С попарно независимы, если независимы события А и В, А и С, В и С.

Пример 1.
Пусть в урне имеется 4 шара, окрашенные: один – в красный цвет (А), один – в синий цвет (В), один – в черный цвет (С) и один – во все эти три цвета (АВС). Чему равна вероятность того, что извлеченный из урны шар имеет красный цвет?
Решение:
т.к. из четырех шаров два имеют красный цвет, то Р(А)=2/4=1/2.
Рассуждая аналогично, найдем Р(В)=1/2, Р(С)=1/2.
Допустим теперь, что взятый шар имеет синий цвет, т. е. событие В уже произошло. Изменится ли вероятность того, что извлеченный шар имеет красный цвет, т. е. изменится ли вероятность события А?
Из двух шаров, имеющих синий цвет, один шар имеет и красный цвет, поэтому вероятность события А по-прежнему равна 1/2. Другими словами, условная вероятность события А, вычисленная в предположении, что наступило событие В, равна его безусловной вероятности. Следовательно, события А и В независимы. 
Аналогично придем к выводу, что события A и С, В и С независимы. Итак, события А, В и С попарно независимы.
Независимы ли эти события в совокупности? Оказывается, нет.
Действительно, пусть извлеченный шар имеет два цвета, например синий и черный. Чему равна вероятность того, что этот шар имеет и красный цвет? Лишь один шар окрашен во все три цвета, поэтому взятый шар имеет и красный цвет.
Т.о., допустив, что события В и С произошли, приходим к выводу, что событие А обязательно наступит. Следовательно, это событие достоверное и вероятность его равна единице.
Другими словами, условная вероятность РBC (A)=1 события А не равна его безусловной вероятности Р(А)=1/2. Итак, попарно независимые события А, В, С не являются независимыми в совокупности.

Вероятность совместного появления нескольких событий, независимых в совокупности, равна произведению вероятностей этих событий:
Р(А1А2 ... Аn) = Р(А1)·Р(А2)·...·Р(Аn).

Пример 2.
Найти вероятность совместного появления герба при одном бросании двух монет.
Решение:
вероятность появления герба первой монеты (событие А): Р(А)=1/2.
Вероятность появления герба второй монеты (событие В): Р(В)=1/2.
События А и В независимые, поэтому искомая вероятность по теореме умножения равна:
Р(АВ)=Р(А)·Р(В)=1/2·1/2=1/4.

Пример 3.
Имеется 3 ящика, содержащих по 10 деталей. В первом ящике 8, во втором 7 и в третьем 9 стандартных деталей. Из каждого ящика наудачу вынимают по одной детали. Найти вероятность того, что все три вынутые детали окажутся стандартными.
Решение:
вероятность того, что из первого ящика вынута стандартная деталь (событие А): 
P(A)=8/10=0,8.
Вероятность того, что из второго ящика вынута стандартная деталь (событие В): 
Р(В)=7/10=0,7.
Вероятность того, что из третьего ящика вынута стандартная деталь (событие С): 
Р(С)=9/10=0,9.
Так как события А, В и С независимые в совокупности, то искомая вероятность (по теореме умножения) равна:
Р(АВС)=Р(А)·Р(В)·Р(С)=0,8·0,7·0,9=0,504.

Задания для самостоятельного решения:
Решите задачи:
1) Вероятность того, что в магазине будет продана пара мужской обуви 44-го размера, равна 0,12; 45-го – 0,04; 46-го и большего – 0,01. Найти вероятность того, что будет продана пара мужской обуви не меньше 44-го размера.
2) При условиях задачи 1 найти вероятность того, что очередной будет продана пара обуви меньше 44-го размера.
3) В ящике находятся 5 резцов: два изношенных и три новых. Производится два последовательных извлечения резцов. Определить условную вероятность появления изношенного резца при втором извлечении при условии, что извлеченный в первый раз резец в ящик не возвращается.
4) В урне находятся 5 белых шаров, 4 черных и 3 синих. Каждое испытание состоит в том, что наудачу извлекают один шар, не возвращая его в урну. Найти вероятность того, что при первом испытании появится белый шар (событие А), при втором - черный (событие В) и при третьем – синий (событие С).





































Практическое занятие
«Умножение вектора на число»
Цель работы: 
студент должен:
знать:
- правило умножения векторов;
уметь:
· строить произведение вектора на число;
· 
вычислять координаты вектора .

Сведения из теории:










Произведение  вектора  на число  называется вектор, модуль которого равен произведению модуля вектора  на модуль числа ; он параллелен вектору  или лежит с ним на одной прямой и направлен так же, как вектор , если  – число положительное, и противоположно вектору , если  – число отрицательное.





Если =0, для любого вектора  произведение  равно нуль-вектору: 0 =.



Если =1, то 1=.




Если = 1, то (-1) =- – вектор, противоположный вектору .

Пример 1. 





Даны векторы, совпадающие со сторонами треугольника АВС: , . Выразить через векторы  и  вектор , где О – точка пересечения медиан треугольника. Выполните рисунок.
Решение:

известно, что точка О пересечения медиан треугольника делит отрезок медианы в отношении 2:1, считая от вершины. Поэтому , где точка D – середина стороны СВ.


Но вектор ; .

В треугольнике САD вектор .

Искомый вектор .

Задания для самостоятельного решения:






1) По данным векторам  и  построить каждый из следующих векторов: , , , .






2) В треугольнике АВС вектор  и вектор . Построить каждый из следующих векторов: , , , .

3) Точка О является точкой пересечения медиан треугольника АВС. Доказать, что .








4) В правильном пятиугольнике ABCDE заданы векторы, совпадающие с его ребрами: , , , , . Построить векторы: , , .




5) В параллелепипеде  заданы векторы, совпадающие с его ребрами: , ,  (рис. 85)
[image: http://a-geometry.narod.ru/problems/img_30/fig_01.gif]
Рисунок 85.





6) Построить каждый из следующих векторов: , , , .














Практическое занятие
«Выполнение действий над векторами»
Цель работы:
студент должен:
знать:
- правила сложения векторов;
уметь:
· строить сумму векторов по правилу треугольника, параллелограмма;
· вычислять координаты суммы векторов.

Сведения из теории:
Линейные операции над векторами





Суммой двух векторов  называется вектор, который идет из начала вектора  в конец вектора  при условии, что вектор  приложен к концу вектора  (правило треугольника).
[image: http://a-geometry.narod.ru/theory/img_30/fig_30_01.gif]
Рисунок 81. Правило треугольника







Наряду с правилом треугольника часто пользуются (равносильным ему) правилом параллелограмма: если векторы  и  приведены к общему началу и на них построен параллелограмм, то сумма  есть вектор, совпадающий с диагональю этого параллелограмма, идущей из общего начала  и . Отсюда сразу следует, что .
[image: http://a-geometry.narod.ru/theory/img_30/fig_30_02.gif]
Рисунок 82. Правило параллелограмма





Сложение многих векторов производится при помощи последовательного применения правила треугольника, построим сумму четырех векторов , , , .
[image: http://a-geometry.narod.ru/theory/img_30/fig_30_03.gif]
Рисунок 83. Правило многоугольника








Разность двух векторов  называется вектор, который в сумме с вектором  составляет вектор . Если два вектора  и  приведены к общему началу, то разность их есть вектор, идущий из конца  («вычитаемого») к концу  («уменьшаемого»). 



Два вектора равной длины, лежащие на одной прямой и направленные в противоположные стороны, называются взаимно обратными: если один из них обозначен символом , то другой обозначается символом -. Легко видеть, что . Т. о., построение разности равносильно прибавлению к «уменьшаемому» вектора, обратного «вычитаемого».







Три вектора в пространстве можно складывать по правилу параллелепипеда: если на трех векторах , , , как на ребрах, построить параллелепипед, то его диагональ, выходящая из общего начала данных векторов, и будет их суммой =++:






Рисунок 84. Правило параллелепипеда

Задания для самостоятельного решения:






1) По данным векторам  и  построить каждый из следующих векторов: 1) , 2) , 3) , 4) .













При сложении векторов складываются их соответствующие координаты, при вычитании вычитаются соответствующие координаты, т.е. если даны координаты векторов  и , =(х1, у1, z1), =(х2, у2, z2) и =+; =-, то координаты векторов  и  вычисляются по формулам:

=(х1+х2; у1+у2; z1+z2),

=(x1-x2; y1-y2; z1-z2).

Пример 1.








Вычислить координаты векторов =+; =-, если =(-3; 5; 1), =(4; -2; 8).
Решение:
по формулам 

=(х1+х2; у1+у2; z1+z2),

=(x1-x2; y1-y2; z1-z2),
имеем

=(-3+4; 5+(-2); 1+8)=(1; 3; 9),

=(-3-4; 5-(-2); 1-8)=(-7; 7; -7).

Задания для самостоятельного решения:







Вычислить координаты векторов =; =, если =(4; -3; 10), =(-4; 12; -1), =(3; -7; -11).





























Практическое занятие
«Координаты точки и координаты вектора»
Расстояние между двумя точками. Вычисление координат середины отрезка

Цель работы: 
студент должен:
знать:
- формулы для вычисления расстояния между двумя точками;
- формулы для вычисления координат середины отрезка;
уметь:
· вычислять расстояние между двумя точками, координаты середины отрезка.

Сведения из теории:

Длиной отрезка АВ называется расстояние между точками А и В при заданном масштабе (отрезке единичной длины). Длину отрезка АВ будем обозначать как .
Расстояние между двумя точками A1(x1; y1) и A2(x2; y2) в прямоугольной системе координат выражается формулой:



Точка С называется серединой отрезка АВ, если она лежит на отрезке АВ и находится на одинаковом расстоянии от его концов, т. е. 

Координаты середины отрезка на плоскости
Введем прямоугольную декартову систему координат Оxy на плоскости. Пусть нам даны две точки А(хА; уА) и В(хВ; уВ) и известно, что точка С – середина отрезка АВ. Найдем координаты хС и уС точки С.
Рассмотрим случай, когда точки А и В не совпадают и не лежат одновременно на одной из координатных осей или на прямой, перпендикулярной одной из координатных осей.
[image: изображение]
Рисунок 78. Координаты середины отрезка

По построению:

.

Т. о., середина отрезка АВ на плоскости с концами в точках А(хА; уА) и В(хВ; уВ) имеет координаты .

Пример 1. 
На плоскости заданы координаты двух точек А(-7; 3), В(2; 4). Найдите координаты середины отрезка АВ.
Решение:
пусть точка С – середина отрезка АВ. Ее координаты равны полусуммам соответствующих координат точек А и В:



Т. о., середина отрезка АВ имеет координаты .

Часто с нахождением координат середины отрезка связаны задачи, в которых фигурирует термин «медиана».

Пример 2.
Найдите длину медианы АМ в треугольнике АВС, если известны координаты его вершин А(-1; 0), В(3; 2), С(9; -8).
Решение:
т. к. АМ – медиана, то точка М является серединой стороны ВС. Найдем координаты середины этого отрезка по известным координатам его концов:


Т. о., М(6; -3).
Осталось воспользоваться формулой для вычисления расстояния между точками А и М:



Существуют различные задачи, в которых известны координаты середины отрезка и одного из его концов, а требуется найти координаты другого конца. Рассмотрим решение одной из них.

Пример 3.
В прямоугольной системе координат трехмерного пространства дан параллелепипед ABCDA1B1C1D1. Известно, что C1(1; 1; 0), а М(4; 2; -4) – середина диагонали BD1. Найдите координаты точки А.
Решение:
диагонали параллелограмма пересекаются в одной точке, и эта точка является серединой каждой из этих диагоналей. Таким образом, мы можем утверждать, что точка М является серединой отрезка AC1 . Из формул для нахождения координат середины отрезка имеем:


Итак, точка А имеет координаты (7; 3; -8).

Задания для самостоятельного решения:
1) Вычислите периметр треугольника АВС, если А(4; 0), В(12; -2), С(5; -9).
2) Вычислите длину медианы АМ треугольника АВС, вершины которого имеют координаты А(0; 1), В(1; -4), С(5; 2).
3) Докажите, что треугольник АВС – равнобедренный и вычислите его площадь, если вершины которого имеют координаты А(-4; 1), В(-2; 4), С(0; 1).
4) Докажите, что четырехугольник АBCD является параллелограммом, и вычислите его диагонали, если А(1; 1), B(6; 1), C(7; 4), D(2; 4).
5) Докажите, что четырехугольник АBCD является прямоугольником, и вычислите его площадь, если А(-3; -1), B(1; -1), C(1; -3), D(-3; -3).

Решение задач координатным методом

Цель работы: 
студент должен:
знать:
- формулы для вычисления расстояния между двумя точками;
- формулы для вычисления координат середины отрезка;
уметь:
· использовать формулы расстояния между двумя точками и формулу для вычисления координат середины отрезка при решении задач координатным методом.

Сведения из теории:
Вычисление координат точки, равноудаленной от заданных точек рассмотрим на примере 137

Пример 1. 
Найти координаты точки О1, которая равноудалена от трех точек А(7; -1) и В(-2; 2) и С(-1; -5).
Решение:
из формулировки условия задачи следует, что О1А=О1В=О1С.
Пусть искомая точка О1 имеет координаты (а; b). По формуле:

,
найдем:

,

,

.
Составим систему из двух уравнений:

.
После возведения в квадрат левой и правой частей уравнений запишем:

.
Упростив, запишем:

.
Решив систему, получим: а=2; b=-1.
Точка О1(2; -1) равноудалена от трех заданных в условии точек, которые не лежат на одной прямой. Эта точка – есть центр окружности, проходящей через три заданные точки.

Вычисление абсциссы (ординаты) точки, которая лежит на оси абсцисс (ординат) и находится на заданном расстоянии от данной точки, рассмотрим на примере 138

Пример 2.
Расстояние от точки В(-5; 6) до точки А, лежащей на оси Ох равно 10. Найти координаты точки А.
Решение:
из формулировки условия задачи следует, что ордината точки А равна нулю и АВ = 10.
Обозначив абсциссу точки А через а, запишем А(а; 0).
По формуле

,
находим:

.
Получаем уравнение

.
Упростив его, имеем
а2+10а–39=0.
Корни этого уравнения а1=-13; а2=3.
Получаем две точки А1(-13; 0) и А2(3; 0) – рис. 79.
[image: Расстояние между двумя точками на плоскости]
Рисунок 79.

Вычисление абсциссы (ординаты) точки, которая лежит на оси абсцисс (ординат) и находится на одинаковом расстоянии от двух заданных точек, рассмотрим на примере 139

Пример 3.
Найти на оси Оу точку, которая находится на одинаковом расстоянии от точек А(6; 12) и В(-8; 10).
Решение:
пусть координаты нужной по условию задачи точки, лежащей на оси Оу, будут О1(0; b) (у точки, лежащей на оси Оу, абсцисса равна нулю). Из условия следует, что О1А=О1В.
По формуле

,
находим:

,

.
Имеем уравнение

.
Выполняя элементарные преобразования при решении иррациональных уравнений, получим b=4.
Необходимая по условию задачи точка О1(0; 4) – рис. 80.
[image: Расстояние между двумя точками на плоскости]
Рисунок 80.

Деление отрезка в данном отношении
Координаты x, y, z точки М, которая делит отрезок М1М2, ограниченный точками М1(x1, y1, z1) и М2(x2, y2, z2), в отношении λ, определяется по формулам:

.

Пример 4.
Даны концы отрезка АВ: А(-2; 5) и В(4; 17). На этом отрезке расположена точка С, расстояние от которой до точки А в два раза больше расстояния от точки В. Вычислить координаты точки С.
Решение:
по условию задачи АС=2ВС, тогда λ=2.
По формулам: 

,
вычислим координаты точки С:


Т.о., С(2; 13).

Пример 5.
Доказать, что треугольник АВС: А(-3; -3), В(-1; 3), С(11; -1) – прямоугольный.
Решение:
вычислим длины сторон треугольника по формуле:

,

,

,

.
Т.к. АВ2=40, ВС2=160, АС2=200, то АВ2+ВС2=АС2.
Т.о., сумма квадратов длин двух сторон треугольника равна квадрату длины третьей стороны. Из этого следует, что треугольник АВС прямоугольный и сторона АС является его гипотенузой.

Задания для самостоятельного решения:
1) Доказать, что треугольник с вершинами  A(3; -1; 2),  B(0; -2; 2),  C(-3; 2; 1) равнобедренный.
2) На оси абсцисс найти точку, расстояние от которой до точки А(-3; 4; 8) равно 12.
3) На оси ординат найти точку, равноудаленную от точек А(1; -3; 7) и В(5; 7; -5).
4) Даны вершины A(2; -1; 4), B(3; 2; -6), C(-5; 0; 2) треугольника. Вычислить длину его медианы, проведенной из вершины А.
5) Даны две вершины A(2; -3; -5), B(-1; 3; 2) параллелограмма ABCD и точка пересечения его диагоналей E(4; -1; 7). Определить две другие вершины этого параллелограмма.
6) Вычислить координаты концов отрезка, который разделен точками C(2; 0; 2) и D(5; -2; 0) на три равные части.






















Практическое занятие
«Вычисление скалярного произведения векторов»
Цель работы: 
студент должен:
знать:
- формулы для вычисления скалярного произведения векторов;
уметь:
· вычислять скалярное произведение векторов, угол между векторами.

Сведения из теории:
Скалярным произведением двух векторов называется число, равное произведению модулей этих векторов на косинус угла между ними.




Скалярное произведение векторов  и  обозначается символом  (порядок записи сомножителей безразличен, то есть ).


Если угол между векторами  и  обозначить через φ, то их скалярное произведение можно выразить формулой:

.


Скалярное произведение векторов  и  можно выразить также формулой:


или

.






Из формулы  следует, что , если φ – острый угол, , если φ – тупой угол;  в том и только в том случае, когда векторы  и  перпендикулярны.


Скалярное произведение  называется скалярным квадратом вектора и обозначается символом . Скалярный квадрат вектора равен квадрату его модуля:

.




Если векторы  и  заданы своими координатами:  и , то их скалярное произведение может быть вычислено по формуле:

.
Отсюда следует необходимое и достаточное условие перпендикулярности двух векторов:

.




Угол φ между векторами  и  задается формулой , или в координатах .
Проекция произвольного вектора S=(x, y, z) на какую-нибудь ось u определяется формулой:

,

где  – единичный вектор, направленный по оси u.


Если даны α, β, γ, которые оси u составляют соответствующие углы с координатными осями, то  и для вычисления вектора  может служить формула:

.

Пример 1.












Векторы  и  образуют угол , зная, что , , вычислить: , , , , , , .
Решение:



из формулы , выразим , тогда ;



т.к. , то , ;
по формуле сокращенного умножения квадрата суммы, имеем

;
аналогично

;
по формуле сокращенного умножения квадрата разности, имеем

;
раскроем скобки 



Задачи для самостоятельного решения:










1) Векторы  и  взаимно перпендикулярны; вектор  образует с ними углы, равные ; зная, что , , , вычислить: , , .







2) Векторы ,  и  попарно образуют друг с другом углы, каждый из которых равен 600. Зная, что , , , определить модуль вектора .








3) Даны векторы  и . Вычислить: , , , , , .



4) Даны точки A(-1; 3; -7), B(2; -1; 5), C(0; 1; -5). Вычислить: , , .

























Практическое занятие
Решение задач  на параллельность прямых и плоскостей
Цель работы: 
студент должен:
знать:
- признаки параллельности прямой и плоскости;
- признаки параллельности плоскостей;
- признаки параллельности прямых в пространстве;
уметь:
· строить параллельные прямые, плоскости в пространстве.

Сведения из теории:
Признаки параллельности прямой и плоскости
1) Если прямая, лежащая вне плоскости, параллельна какой-либо прямой, лежащей в этой плоскости, то она параллельна этой плоскости.
2) Если прямая и плоскость перпендикулярны одной и той же прямой, то они параллельны.

Признаки параллельности плоскостей
1) Если две пересекающиеся прямые одной плоскости cоответственно параллельны двум пересекающимся прямым другой плоскости, то эти плоскости параллельны.
2) Если две плоскости перпендикулярны одной и той же прямой, то они параллельны.

Признаки параллельности прямых в пространстве
1) Если две прямые перпендикулярны одной и той же плоскости, то они параллельны.
2) Если в одной из пересекающихся плоскостей лежит прямая, параллельная другой плоскости, то она параллельна линии пересечения плоскостей.

Параллельные прямые
Возьмём, например, две такие прямые АВ и DЕ, из которых одна пересекает некоторую плоскость Р, а другая лежит на ней, но не проходит через точку (С) пересечения первой прямой и плоскости Р.
[image: http://oldskola1.narod.ru/Kiselev70/004.gif]
Рисунок 33. Непересекающиеся прямые

Через такие две прямые нельзя провести плоскость, потому что в противном случае через прямую и точку С проходили бы две различные плоскости: одна Р, пересекающая прямую АВ, и другая, содержащая её, а это невозможно.
Две прямые, не лежащие в одной плоскости, конечно, не пересекаются, сколько бы их ни продолжали; однако их не называют параллельными.
Две прямые, не лежащие в одной плоскости, называются скрещивающимися.
[bookmark: p1]
Прямая и плоскость параллельные между собой
Плоскость и прямая, не лежащая в этой плоскости, называются параллельными, если они не пересекаются, сколько бы их ни продолжали.

Если прямая (АВ) параллельна какой-нибудь прямой (СD), расположенной в плоскости (Р), то она параллельна самой плоскости.
Если плоскость (R) проходит через прямую (АВ), параллельную другой плоскости (Р), и пересекает эту плоскость, то линия пересечения (СD) параллельна первой прямой (АВ).
[image: http://oldskola1.narod.ru/Kiselev70/005.gif]
Рисунок 34. Прямая и плоскость параллельные между собой

Если прямая (АВ) параллельна каждой из двух пересекающихся плоскостей (Р и Q), то она параллельна линии их пересечения (СD).
[image: http://oldskola1.narod.ru/Kiselev70/006.gif]
Рисунок 35. Параллельность прямой линии пересечения плоскостей

Если две прямые (АВ и СD) параллельны третьей прямой (ЕF), то они параллельны между собой.
[image: http://oldskola1.narod.ru/Kiselev70/007.gif]
Рисунок 36. Параллельность трех прямых
[bookmark: p2]
Параллельные плоскости
Две плоскости называются параллельными, если они не пересекаются, сколько бы их ни продолжали.
Если две пересекающиеся прямые (АВ и АС) одной плоскости (Р) соответственно параллельны двум прямым (А1В1 и А1С1) другой плоскости(Q), то эти плоскости параллельны. Прямые АВ и АС параллельны плоскости Q.
[image: http://oldskola1.narod.ru/Kiselev70/008.gif]
Рисунок 37. Параллельные плоскости

Задания для самостоятельного решения:
Решите следующие задачи (выполнить чертеж, дать подробные пояснения):
1) Сторона АС треугольника АВС параллельна плоскости a, а стороны АВ и ВС пересекаются с этой плоскостью в точках М и N. Докажите, что треугольники АВС и МВN подобны.
2) Сколько существует плоскостей, проходящих через данные прямую и точку в пространстве?
3) В пространстве даны прямая a и точка M. Сколько существует прямых, проходящих через M и параллельных прямой a?
4) Даны плоскость и точка M вне плоскости. Сколько существует прямых, проходящих через M и параллельных плоскости?
5) В пространстве даны две параллельные прямые a и b. Сколько существует плоскостей, проходящих через прямую a и параллельных прямой b?
6) Даны две скрещивающиеся прямые a и b. Сколько существует пар параллельных плоскостей, одна из которых проходит через a, а другая – через b?
7) В пространстве даны две пересекающиеся прямые a, b и не лежащая на них точка M. Сколько существует плоскостей, проходящих через M и параллельных прямым a и b?










Практическое занятие
«Построение сечений тетраэдра и параллелепипеда»
Цель работы: 
студент должен:
знать:
- метод «следов»;
- правила построения сечений многогранников;
уметь:
· строить сечения куба, призмы, пирамиды.

Сведения из теории:
Сечения куба плоскостью
Если плоскость пересекает три ребра куба, выходящих из одной вершины, то в сечении получается треугольник (рис. 48 слева). При этом если отсекаемые плоскостью отрезки ребер равны, то в сечении получается равносторонний треугольник, если равны два отрезка из трех, то получается равнобедренный треугольник, наконец, если все три отрезка различны, то в сечении получается разносторонний треугольник.

[image: http://geometry2006.narod.ru/Art/Lecture7.files/image001.gif]
Рисунок 48. Сечения куба плоскостью

В сечении куба плоскостью не могут получаться прямоугольный или тупоугольный треугольники.
Выясним, какие четырехугольники могут получаться в сечении куба плоскостью.
Ясно, что если плоскость параллельна одной из граней куба, то в сечении получается квадрат (рис. 48 посередине). Если плоскость параллельна одному из ребер куба, то в сечении получается прямоугольник (рис. 48 справа). Если плоскость пересекает четыре параллельных ребра куба, то в сечении получается параллелограмм (рис. 49 слева).
[image: http://geometry2006.narod.ru/Art/Lecture7.files/image002.gif]
Рисунок 49. Сечения куба плоскостью

На рис. 49 посередине показано сечение куба плоскостью в форме пятиугольника ABCDE. Прямые AB и DE, CD и AE параллельны, как линии пересечения двух параллельных плоскостей третьей плоскостью.
На рис. 49 справа показано сечение куба плоскостью в форме шестиугольника ABCDEF. Прямые AB и DE, BC и EF, CD и AF параллельны, как линии пересечения двух параллельных плоскостей третьей плоскостью.
Поскольку у куба имеется только шесть граней, то в сечении куба плоскостью не может получиться многоугольник с числом сторон, большим шести.

Построение сечений многогранников
Для построения сечений используют метод «следов», заключающийся в нахождении точки пересечения прямой и плоскости по заданным двум точкам этой прямой и их проекциям на плоскость.

Пример 1.
Пусть прямая k проходит через точки A, B и известны параллельные проекции A’, B’ этих точек на плоскость π. Требуется найти точку пересечения прямой AB с плоскостью π.
Решение:
через точки A’, B’ проведем прямую k’. Тогда пересечение прямой k с прямой k’ и будет искомым пересечением прямой k с плоскостью π (см. рис. 50).
[image: ]
Рисунок 50.

Пример 2.
Даны точки A, B, C и их параллельные проекции A’, B’, C’ на плоскость π. Требуется построить линию пересечения плоскости ABC и плоскости π.
Решение:
используя решение предыдущей задачи, построим точки X и Y пересечения прямых AB и AC с плоскостью π. Прямая XY будет искомой линией пересечения плоскости ABC и плоскости π (см. рис. 51).
[image: ]
Рисунок 51.

Пример 3.
Через данную точку C (C’) провести прямую, параллельную данной прямой AB (A’B’), и найти ее точку пересечения с плоскостью π.
Решение:
через точку C проводим прямую, параллельную AB. Через точку C’ проводим прямую, параллельную A’B’. Точка X пересечения этих прямых и будет искомой (см. рис. 52).
[image: ]
Рисунок 52.

Используя метод, рассмотренный в примере 119, решим задачи на построение сечений куба, пирамиды и призмы

Пример 4.
Построить сечение куба плоскостью проходящей через три точки A, B, C, принадлежащие попарно скрещивающимся ребрам этого куба (см. рис. 53).
[image: http://geometry2006.narod.ru/Art/Lecture7.files/image004.gif]
Рисунок 53.

Решение:
найдем пересечение прямой AB, лежащей в плоскости сечения, с плоскостью основания куба. Для этого построим параллельные проекцииA’, B’ точек A, B на основание куба в направлении бокового ребра куба (см. рис. 54). 
[image: http://geometry2006.narod.ru/Art/Lecture7.files/image004.gif]
Рисунок 54.

Пересечение прямых AB и A’B’ будет искомой точкой P. Она принадлежит плоскости сечения и плоскости основания куба. Следовательно, плоскость сечения пересекает основание куба по прямой CP. Точка пересечения этой прямой с ребром основания куба даст еще одну точку D сечения куба. Соединим точки C и D, B и D отрезками. Через точку A проведем прямую, параллельную BD, и точку ее пересечения с ребром куба обозначим E. Соединим точки E и C отрезком. Через точку A проведем прямую, параллельную CD, и точку ее пересечения с ребром куба обозначим F. Соединим точки A и F, B и F отрезками. Многоугольник AECDBF и будет искомым изображением сечения куба плоскостью.


Пример 5.
Построить сечение треугольной пирамиды плоскостью, проходящей через три точки A, B, C, принадлежащие ее ребрам (см. рис. 55).
[image: http://geometry2006.narod.ru/Art/Lecture7.files/image004.gif]
Рисунок 55.

Решение:
проведем прямую AB и ее точку пересечения с боковым ребром пирамиды обозначим через E. Проведем прямую EC и ее точку пересечения с ребром основания пирамиды обозначим через D. Соединим отрезками точки B и C, A и D. Четырехугольник ABCD будет искомым сечением пирамиды.

Задания для самостоятельного решения:
Решите задачи:
1) Какой фигурой является сечение куба A...D1 плоскостью, проходящей через вершины B1, D и середину ребра CC1?
2) Какой фигурой является сечение куба A...D1 плоскостью, проходящей через середины ребер AB, BC и DD1?
3) Через середину ребра куба, перпендикулярно скрещивающейся с этим ребром диагонали, проведено сечение. Определите его вид.
4) Какой фигурой является сечение куба плоскостью, которая проходит через две противоположные вершины нижнего основания и середину одного из ребер верхнего основания? Найдите его периметр, если длина ребра куба равна 1.
5) Через вершины A, C, D1 куба A…D1 проведено сечение. В каком отношении оно делит диагональ DB1, и какой образует угол с этой диагональю?
6) Каким является сечение тетраэдра ABCD плоскостью, проходящей через середины ребер AB, BC и CD?
7) Какой фигурой является сечение правильного тетраэдра ABCD плоскостью, проходящей через вершину B и точки M, N – середины соответственно ребер AD, CD?
8) Постройте сечение куба A...D1 плоскостью, проходящей через вершины B1, D и точку H, принадлежащую ребру CC1.
9) Постройте сечение правильной четырехугольной пирамиды плоскостью, проходящей через точки, указанные на рисунке 56.
[image: http://geometry2006.narod.ru/Art/Lecture7.files/image010.gif]
Рисунок 56.

10) Постройте сечение правильной шестиугольной призмы плоскостью, проходящей через точки, указанные на рисунке 57.
[image: http://geometry2006.narod.ru/Art/Lecture7.files/image010.gif]
Рисунок 57.
Сечения куба, призмы, пирамиды

Контрольные вопросы:
1. Может ли в сечении куба плоскостью получиться: а) трапеция; б) равнобедренная трапеция; в) неравнобедренная трапеция; г) прямоугольная трапеция; д) тупоугольная трапеция?
2. Какие многоугольники можно получить в сечении четырехугольной пирамиды плоскостью?
3. Какие могут быть сечения правильного тетраэдра плоскостью?





















Практическое занятие
«Решение задач на перпендикулярность прямой и плоскости»
Цель работы: 
студент должен:
знать:
- определение прямой, перпендикулярной к плоскости;
-основные теоремы о перпендикулярности прямой и плоскости.
уметь:
· применять знания при решении задач.

Сведения из теории:
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
Задачи на закрепление:
[image: ]
[image: ]
[image: ]





Практическое занятие
«Вычисление двугранного угла»
Сведения из теории:
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]

Практическое занятие
«Вычисление объема призмы»
Сведения из теории:
[image: ]
Задачи на закрепление:
[image: ]





















Практическое занятие
«Вычисление объема пирамиды»
Сведения из теории:
[image: ]
[image: ]
Задачи на закрепление:
[image: ]
[image: ]
Практическое занятие
«Решение задач на цилиндр»

Сведения из теории:
Сечения цилиндра
Сечения цилиндра плоскостью можно рассматривать как параллельные проекции основания цилиндра на эту плоскость. Поэтому, если плоскость параллельна плоскости основания, то в сечении получается круг, равный основанию.
Если плоскость сечения составляет некоторый угол с плоскостью основания цилиндра и не пересекает основания, то в сечении будет фигура, ограниченная эллипсом.

[image: http://geometry2006.narod.ru/Art/Lecture7.files/image015.gif]
Рисунок 61. Сечение цилиндра

На рис. 61 показано построение точек эллипса, получающегося как сечение боковой поверхности цилиндра плоскостью.
Для этого зададим два сопряженных диаметра AB и CD. Через точку A проведем образующую и выберем на ней какую-нибудь точку A’, принадлежащую сечению. Прямая A’O пересечет образующую, проходящую через точку B в некоторой точке B’, также принадлежащую сечению. Возьмем теперь на отрезке CD произвольную точку и проведем через нее прямую, параллельную A’B’. Ее точки пересечения с образующими цилиндра будут принадлежать сечению.
Возьмем прямоугольный лист бумаги и нарисуем на нем оси координат Ox и Oy параллельно соответствующим сторонам (рис. 62).
[image: http://geometry2006.narod.ru/Art/Lecture7.files/image018.gif]
Рисунок 62. 

Затем свернем этот лист в боковую поверхность прямого кругового цилиндра, радиус основания которого примем за единицу. Ось Ox свернется в окружность радиуса 1, а ось Oy станет образующей цилиндра (рис. 63).
[image: http://geometry2006.narod.ru/Art/Lecture7.files/image018.gif]
Рисунок 63. 

Через диаметр OD полученной окружности проведем сечение, составляющее с плоскостью окружности угол в 300. В этом случае сечением будет эллипс.

Задания для самостоятельного решения:
1) Нарисуйте цилиндр и плоскость, пересекающую его боковую поверхность по эллипсу.
2) Нарисуйте цилиндр и постройте несколько точек эллипса, получающегося в сечении его боковой поверхности плоскостью.
3) В основании цилиндра круг радиуса 5 см. Боковая поверхность цилиндра пересечена плоскостью. Найдите площадь сечения цилиндра этой плоскостью, если она образует с плоскостью основания угол: а) 30; б) 45; в) 60.
4) Возьмем прямоугольный лист бумаги с нарисованными на нем осями координат. Свернем этот лист в боковую поверхность правильной четырехугольной призмы (рис. 64). Сторону основания призмы примем за 1 см. Через точки О и D проведем сечение плоскостью, составляющей с плоскостью основания угол 45. Развернем лист бумаги. Выясните, какая при этом получится кривая? Что изменится, если сечение проводить под другими углами?
[image: http://geometry2006.narod.ru/Art/Lecture7.files/image045.gif]
Рисунок 64. 










Практическое занятие
«Решение задач на конус»
Цель работы:
студент должен:
знать:
- определение конуса и его элементы;
уметь:
· строить конус.

Сведения из теории:
[image: ]
[image: ]
[image: ]
Усеченный конус:
[image: ]
Задачи на закрепление:
[image: ]

Практическое занятие
«Взаимное расположение сферы и плоскости»

Сведения из теории:
Шаром принято называть тело, ограниченное сферой, т.е. шар и сфера – это разные геометрические тела.
Сфера – это фигура, состоящая из всех точек пространства, удалённых от данной точки на данном расстоянии. 



Рисунок 65. Сфера

Поверхность шара называют сферой. Если рассечь сферу плоскостью, получим в сечении окружность. Такие окружности имеют разные радиусы: чем дальше плоскость от центра сферы, тем меньше радиус сечения. Самые большие окружности получаются при сечении сферы плоскостями, проходящими через её центр. Такими большими окружностями на земной поверхности являются экватор и меридианы. А параллели – это сечения земной поверхности плоскостями, которые параллельны экваториальной плоскости.
Сферой называется фигура, состоящая из всех точек пространства, равноудалённых от данной точки. Эта точка называется центром сферы и обычно обозначается О.
Расстояние от точек сферы до её центра называется радиусом сферы и обычно обозначается R. Радиусом также называется любой отрезок, соединяющий точку сферы с её центром. Сфера – это граница шара. Центр, радиус и диаметр сферы являются также центром, радиусом и диаметром шара.
Шаром называется тело, которое состоит из всех точек пространства, находящихся на расстоянии не более чем на данное расстояние. Другими словами, шар – это объединение сферы и всех ее внутренних точек.
Всякое сечение шара плоскостью есть круг. Центр этого круга есть основание перпендикуляра, опущенного из центра шара на секущую плоскость.

Основные геометрические формулы
Площадь сферы:
S=4πr2=πd2.
Объем шара, ограниченного сферой:







Рисунок 66. Взаимное расположение сферы и плоскости

Касательная плоскость к сфере
Плоскость, имеющая со сферой только одну общую точку, называется касательной плоскостью к сфере, а их общая точка называется точкой касания плоскости и сферы.
Радиус сферы, проведённый в точку касания сферы и плоскости, перпендикулярен к касательной плоскости. 


Рисунок 67. Касательная плоскость к сфере

Если радиус сферы перпендикулярен к плоскости, проходящей через его конец, лежащий на сфере, то эта плоскость является касательной к сфере.

Сечение шара
Всякое сечение шара плоскостью есть круг. Центр этого круга есть основание перпендикуляра, опущенного из центра шара на секущую плоскость. 
[image: ]
Рисунок 68. Сечение шара

Пример 1.
Два сечения шара радиуса 10 см параллельными плоскостями имеют радиусы, равные 6 см и 8 см. Найти расстояние между секущими плоскостями.
Решение:
находим расстояние каждой из параллельных плоскостей до центра шара из прямоугольных треугольников по теореме Пифагора:

 см
или

 см.
В зависимости от того, лежит ли центр шара между плоскостями или нет, получаем два различных ответа к задаче:
d=14 см.

Пример 2.
Через середину радиуса шара проведена перпендикулярная ему плоскость. Как относится площадь полученного сечения к площади большого круга (рис. 69)?
[image: ]
Рисунок 69.
Решение:
отношение площади круга к площади полученного сечения равно:



Задания для самостоятельного решения:
Решите задачи:
1) Шар, радиус которого равен 41 дм, пересечен плоскостью на расстоянии 9 дм от центра. Вычислите площадь получившегося сечения.
2) Через середину радиуса шара проведена перпендикулярная к нему плоскость. Как относится площадь полученного сечения к площади большого круга?
3) Радиус шара равен 63см. Точка находится на касательной плоскости на расстоянии 16 см от точки касания. Найти ее кратчайшее расстояние от поверхности шара.
4) Радиус шара R. Через конец радиуса проведена плоскость под углом в 600 к нему. Найти площадь сечения.
5) На поверхности шара даны три точки. Прямолинейные расстояния между ними: 6 см, 8 см и 10 см. Радиус шара равен 13см. Радиус шара равен 13см. Найти расстояние от центра шара до плоскости, проходящей через эти три точки.







Практическое занятие
«Разные задачи на многогранники и тела вращения»

Цель работы: 
студент должен:
знать:
- формулы объемов тел и поверхностей вращения;
уметь:
· вычислять объемы тел и поверхностей вращения.

Сведения из теории:
Объем прямоугольного параллелепипеда
V=abc,
где a, b, c – стороны параллелепипеда.

Объем куба
V=a3,
где a – длина грани куба.

Объем призмы
[image: призма]
Рисунок 70. Призма

Объем призмы равен произведению площади основания призмы, на высоту:
V=Soh,
где So – площадь основания призмы, h – высота призмы.

Объем параллелепипеда
[image: параллелепипед]
Рисунок 71. Параллелепипед

Объем параллелепипеда равен произведению площади основания на высоту:
V=So·h,
где So – площадь основания, h – длина высоты.

Объем прямоугольного параллелепипеда
[image: прямоугольного параллелепипед]
Рисунок 72. Прямоугольный параллелепипед

Объем прямоугольного параллелепипеда равен произведению его длины, ширины и высоты:
V=a·b·h,
где a – длина, b – ширина, h – высота.

Объем пирамиды
[image: пирамида]
Рисунок 73. Пирамида

Объем пирамиды равен трети от произведения площади ее основания на высоту:

,
где So – площадь основания пирамиды, h – длина высоты пирамиды.

Объем правильного тетраэдра
[image: правильный тетраэдр]
Рисунок 74. Тетраэдр



где a – длина ребра правильного тетраэдра.

Объем цилиндра
[image: цилиндр]
Рисунок 75. Цилиндр

Объем цилиндра равен произведению площади его основания на высоту:
V=πR2h
или
V=Soh,
где So – площадь основания цилиндра, R – радиус цилиндра, h – высота цилиндра, π=3,141592.

Объем конуса
[image: конус]
Рисунок 76. Конус

Объем конуса равен трети от произведения площади его основания на высоту:


или

,
где So – площадь основания конуса, R – радиус основания конуса, h – высота конуса, π=3,141592.

Объем шара

,
где R – радиус шара, π=3,141592.

Пример 1. 
Если каждое ребро куба увеличить на 2 см, то его объем увеличится на 98 см3. Определите ребро куба.
Решение:
обозначим ребро куба за х и составим уравнение:
(х+2)3=х3+98,
х3+6х2+12х+8=х3+98,
6х2+12х-90=0,
х2+2х-15=0,
х1=-5, х2=3.
х1=-5 – не удовлетворяет условию задачи.
Ответ: 3.

[bookmark: _GoBack]Пример 2.
Прямоугольный лист жести, имеющий 1,6 м длины и 0,8 м ширины, можно согнуть в трубку двояким образом: в первом случае длина трубки будет 1,6 м, во втором 0,8 м. Найти отношение объемов трубок.
Решение:
трубки образуют цилиндры, объем, которого вычисляется по формуле:
V=πR2h.
У первого цилиндра высота будет 1,6 м, тогда радиус 0,4 м. Во втором цилиндре высота будет 0,8 м, тогда радиус 0,8 м. Вычислим отношение объемов двух цилиндров:


Ответ: 1:2.

Задания для самостоятельного решения:
Решите задачи:
1) Измерения прямоугольного параллелепипеда: 15 м, 50 м и 36 м. Найти ребро равновеликого ему куба.
2) Измерения прямоугольного бруса: 3 см, 4 см и 5 см. Если увеличить каждое его ребро на х см, то поверхность увеличится на 54 см2. Как увеличится его объем?
3) Осевое сечение цилиндра – квадрат, диагональ которого равна 4. Найти объем цилиндра.
4) Основанием пирамиды служит прямоугольник со сторонами 9 м и 12 м, каждое из боковых ребер равно 12,5 м. Найти объем пирамиды.
5) Основанием пирамиды служит равнобедренный треугольник, у которого равные стороны по 6 см, а основание 8 см. Боковые ребра равны между собой и равны 9 см. Найти объем пирамиды.
6) В прямом параллелепипеде стороны основания равны 8 см и 15 см и образуют угол в 600. Меньшая диагональ параллелепипеда составляем с плоскостью основания угол 300. Найти объем параллелепипеда.
7) Высота и образующая конуса относятся как 4:5, а объем конуса равен 96π см3. Найти полную поверхность конуса.
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